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Abstract : In this article we prove the Jacquet-Langlands local correspondence in non- 
zero characteristic. Let _F be a local field of non-zero charactersitic and G' an inner form 
of GLn{F); then, foUowing [Ka], we prove relations between the représentation theory of 
G' and the représentation theory of an inner form of GLn{L), where L is a local field 
of zéro characteristic close to F. The proof of the Jacquet-Langlands correspondence be- 
tween G' and GI/„ {F) is donc using the above results and ideas from the proof by Deligne, 
Kazhdan and Vignéras ([DKV]) of the zéro characteristic case. We also get the foUowing, 
already known in zéro characteristic : orthogonality relations for G', inequality involving 
conductor and level for représentations of G' and finiteness for automorphic cuspidal rep- 
résentations with fixed component at almost every place for an inner form of GL„ over a 
global field of non-zero characteristic. 

Résumé : Le but de cet article est la preuve de la correspondance de Jacquet-Langlands 
locale en caractéristique non nulle. Si F est un corps local de caractéristique non nulle 
et G' est une forme intérieure de GLn{F), on construit un parallèle entre la théorie des 
représentations de G' et celle d'une forme intérieure de GLn{L) respectivement, où L 
est un corps local de caractéristique nulle, proche de F au sens de [Ka]. La correspon- 
dance de Jacquet-Langlands entre G' et GLn{F) est prouvée en utilisant cette construc- 
tion et les idées développées déjà par Deligne, Kazhdan et Vignéras ([DKV]) pour la 
preuve en caractéristique nulle. Nous obtenons au passage les résultats suivants, connus 
jusqu'ici uniquement en caractéristique nulle : le théorème d'orthogonalité des caractères 
pour G', des relations entre le conducteur et le niveau d'une représentation de G', ainsi 
qu'un théorème de finitude pour les représentations automorphes cuspidales d'une forme 
intérieure de GL„ sur un corps global de caractéristique non nulle. 
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1. Introduction 

Soient F un corps local non archimédien et A une algèbre centrale simple 
de dimension finie sur F. Soit A* le groupe des éléments inversibles de A. On 
sait que A* est isomorphe à GLr{D), où D est une algèbre à division sur F, et 
on l'identifiera avec ce groupe. La dimension de D en tant qu'espace vectoriel 
sur F est un carré d?. On pose n = rd, G = GLn{F) et G' = GLr{D). Si 
Op (resp-Oo) est l'anneau des entiers de F (lesp.D), on fixe une mesure 
de Haar sur G (resp.C) telle que le volume de GLniPp) {icesp.GLriOo)) 
soit égal à 1. Un élément de G ou G' dont le polynôme caractéristique est 
séparable (i.e. sans racine multiple sur une clôture algébrique de F) est dit 
semisimple régulier. Si g est un élément de G et g' un élément de G' on 
écrit g <^ g' si g et g' sont semisimples réguliers et ont le même polynôme 
caractéristique. On dit alors que g et g' se correspondent. Si tt est une 
représentation lisse de longueur finie de G ou G', on note Xn le caractère de 

TT. 

On note E'^{G) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations 
essentiellement de carré intégrable de G et E'^{G') l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations essentiellement de carré intégrable de G' . 
La correspondance de Jacquet-Langlands s'énonce de la façon suivante : 



Théorème 1.1. Il existe une unique bijection : 

C : E^{G) E^{G') 
telle que pour tout tt G E'^{G) on ait 

(1.1) X.{9) = {-lT-'Xci.){9'), 

à chaque fois que g € G et g' Çi G' se correspondent. 

Ce résultat a été prouvé pour F de caractéristique nulle dans [DKV] et 
le but de cet article est de donner une démonstration en caractéristique 
non nulle. Comme nous le verrons plus bas, un des principaux obstacles 
en caractéristique non nulle est le fait que les relations d'orthogonalité des 
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caractères des représentations de carré intégrable ne sont pas prouvées à ce 
jour pour le groupe G'. Bien entendu, si nous démontrons la correspondance 
de Jacquet-Langlands d'une autre façon, ces relations d'orthogonalité pour 
G' en découleront puisqu'on les a déjà montrées pour G ([Ba2]). C'est en 
effet ce qui va se passer. Attaquer la correspondance en essayant de prouver 
l'orthogonalitc pour G' en caractéristique non nulle semble depuis longtemps 
moins raisonnable que de l'attaquer par la méthode des "corps proches" en 
suivant une idée de Kazhdan ([Ka]). C'est ce chemin que nous allons suivre. 
Expliquons la démarche préconisée et les difficultés rencontrées. 

Soient F un corps local de caractéristique non nulle et Dp une algèbre à 
division centrale sur F de dimension d?. Soit r un entier strictement positif. 
On pose n = rd. On note G'p le groupe GLr{Dp). Soient Dp l'anneau 
des entiers de F, Pp l'idéal maximal de Op et np une uniformisante de F. 
Soient Oop l'anneau des entiers de Dp et P^p l'idéal maximal de O^p- 
On fixe une uniformisante ttdp de Dp. On pose Kp = GL^iPop) et, pour 
tout entier positif non nul Z, K^p = Id + Mr{P]^^). Si K est un sous-groupe 
ouvert compact de G'p, on note H{G'p]K) l'algèbre de Hecke des fonctions 
localement constantes à support compact sur G'p qui sont bi-invariantes par 
K. Si TT est une représentation lisse irréductible de G'p, alors le niveau de 
TT (notation niv^n)) est par définition si tt a un vecteur fixe non nul sous 
Kp et le plus petit entier positif l tel que tt ait un vecteur fixe non nul sous 
Kp sinon. Il est alors connu qu'il y a une correspondance bijective entre les 
représentations lisses irréductibles de G'p de niveau inférieur ou égal à l et 
les H {G'p, Kp) -modules irréductibles. Pour étudier H{G'p,Kp), on part de 
la décomposition de Bruhat 

G'f= l[ KpAKp, 

AgAp 

OU ,A.p est l'ensemble des matrices A = (ûij)i<ij<r 

telles que pour tout i,j 

on ait aij = ôijn'^^, avec ai < 02 < ... < a^. Si Z est un entier strictement 
positif, alors Kp est un sous-groupe distingué de Kp et on peut donc obtenir 
une décomposition du type 

^^=11 UK^F^^yK^F- 

AeAp {x,y) 

Alors, l'ensemble des fonctions caractéristiques des ensembles KpxAyKp 
forme une base de l'espace vectoriel H[G'p,Kp). L'ensemble des couples 
{x, y) s'identifie de façon naturelle à un sous-ensemble de (Kp/Kp) x (Kp/Kp) 
Or, on a Kp/K^p ^ GLriODp/Pop)- L'idée de Kazhdan se traduit, dans 
notre situation, de la façon suivante : si L est un corps local non archimédien 
de caractéristique non nulle, et ttl une uniformisante fixée de L, si m est un 
entier strictement positif, on dit que L est m-proche de F (ou que L et F 
sont m-proches) s'il existe un isomorphisme d'anneaux 

~XfL : Op/P^ ^ ÛL/Pr 
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qui envoie la classe de irp sur la classe de vr^. Dans cette situation, on peut 
considérer sur L une algèbre à division centrale de dimension d? qui ait le 
même invariant de Hasse que Dp, et, si on adopte toutes les notations plus 
haut aussi pour le corps L, obtenir que induit naturellement un isomor- 
phisme de Oop/Pj^p sur Odi^/Pj^^- Ensuite on utilise les décompositions 

G'f= H II K^xfAfVfK^ 

Af^Af {xfjVf) 

et 

G'l= \l II KY^xlAlvlK^. 

Al£Al {xL,yL) 

L'isomorphisme de Odf/Pdf ^D^/P^^ induit un isomorphisme de 

GLriODF/PEF) X GLr{OnF/P^^) sur GUiODjP^^) x GLriOojPE^), 
et on peut espérer que cet isomorphisme réalise une bijection entre les sous- 
ensembles {{xf^Vf)} et {{xltVl)} de ces deux groupes sur lesquels sont 
indéxées les partitions plus haut. Ceci est une première difficulté. On mon- 
tre (lemme p.7| ) que, en choisissant comme il faut les uniformisantes de -D^ 
et Dl, on trouve bien une telle bijection. On obtient alors, par les con- 
sidérations plus haut, une application bijective d'une base de H{G'p,K'^) 
sur une base de H (G'p, K'^), et donc un isomorphisme naturel d'espaces vec- 
toriels entre les deux algèbres de Hecke. Dans une situation idéale cette ap- 
plication serait en fait un isomorphisme algèbres (conjecture de Kazhdan), 
et induirait ainsi une bijection naturelle entre l'ensemble des représentations 
lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal à m de G'p et l'ensemble des 
représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal à m de G'p. 
Remarquons que, si L et F sont m proches, et si m > / > 0, alors L et F sont 
trivialement Z-proches. Nous montrons dans la section 2 (th. |2.13| ) le résultat 
suivant, plus faible que la conjecture de Kazhdan : pour tout entier stricte- 
ment positif l, il existe un entier m > / tel que, si L est un corps m proche de 
F, alors l'isomorphisme d'espaces vectoriels entre H{G'p, K^p) et H{G'p, K^p) 
induit à partir de cette proximité est un isomorphisme d'algèbres. Nous 
prouvons aussi que la bijection induite entre l'ensemble des représentations 
lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal à / de G'p et l'ensemble des 
représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal à l de G'p en- 
voie les représentations de carré intégrable sur des représentations de carré 
intégrable et les représentations cuspidales sur des représentations cuspidales 
(th. |2.17] ), et qu'elle préserve les facteurs e' (th. |2.19|) . Comme elle préserve 
également le niveau, il s'ensuit que les résultats que nous avons prouvés dans 
[Ba3] uniquement en caractéristique nulle (inégalités concernant le niveau et 
le conducteur d'une représentation), ainsi que leurs conséquences (théorème 
de finitude pour les représentations automorphes cuspidales d'une forme 
intérieure de GL^), sont valables aussi en caractéristique non nulle (section 



3, th.3.1 et th.B.2 



JACQUET-LANGLANDS EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 



5 



Supposons maintenant que nous voulions prouver le théorème 1.1 quand 
le corps F est de caractéristique non nulle. Nous voulons d'abord fixer 
une représentation essentiellement de carré intégrable vr de G et trouver une 
représentation essentiellement de carré intégrable ir' de G' telle qu'en posant 
Cfvr) 



vr on ait la relation 1.1 



Considérons un entier strictement positif /. 
On peut trouver m suffisamment grand pour que, si L est un corps local non 
archimédien de caractéristique nulle m-proche de F, on ait un diagramme : 



Gl 



G'r 



2' 



G G' 

où 

- la flèche 1 est la correspondance déjà établie en caractéristique nulle par 
[DKV], ^ 

- la flèche 2, conséquence de la proximité des corps F et L, est une appli- 
cation qui réalise une bijection entre l'ensemble de classes de représentations 
lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal à / de G et l'ensemble de classes 
de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal à / de G^, 

- la flèche 2' joue un rôle similaire pour G' et G^, 

- les pointillés en bas représentent pour l'instant notre désir de construire 
une correspondance (Jacquet-Langlands en caractéristique non nulle). 

Fixons l > niv{7r) (sans quoi la flèche 2 n'est pas définie pour vr). On 
pense, naturellement, monter vr le long de 2, transférer le long de 1, re- 
descendre le long de 2' et prouver ensuite que le résultat ainsi obtenu est le 
bon candidat au poste de vr'. Voici maintenant les principales difficultés : 

- nous pouvons déplacer vr le long de 2 et ensuite le long de 1, mais on 
n'est pas sûr de pouvoir descendre le résultat le long de 2' ; en effet, il se 
peut qu'il soit de niveau supérieur à /. C'est vrai que la flèche 2 préserve 
le niveau, mais 1 ne le préserve certainement pas dans le sens oii il est 
défini ici (même si on espère qu'il conserve le niveau normalisé tel qu'il est 
défini dans la théorie des types). Prendre L plus proche revient à changer 
complètement de diagramme, et les mêmes problèmes recommencent. La 
solution est de borner uniformément, à partir uniquement de vr, le niveau de 
toutes les représentations susceptibles d'intervenir dans la démonstration. 

- même si on pouvait descendre le long de 2' le résultat ainsi obtenu, il 
est difficile de prouver que ce qu'on trouve convient pour définir une cor- 
respondance de Jacquet-Langlands entre G et G'. Les flèches 2 et 2' sont 
de nature essentiellement linéaire alors que la correspondance est de nature 
essentiellement harmonique. 



Nous réglerons le premier problème en montrant que le facteur e' d'une 
représentation (tel que définit dans [GJ]) est conservé à la fois par 1, 2, 
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et 2'. Donc, le facteur e' de la représentation obtenue en appliquant 2 et 
ensuite 1 à vr est égal au facteur e' de vr. Mais on sait borner le niveau d'une 
représentation à partir du conducteur qui se lit sur son facteur e (voir la 
section 3). Or, à facteur e' fixé, ce conducteur est borné. Tout cela montre 
qu'en se donnant vr (et même en se donnant uniquement le facteur e' de vr), 
on se donne automatiquement un entier tel que le niveau de l'image par 
la flèche 1 de l'image par la flèche 2 de vr soit inférieur à En fixant donc 
vr, on choisit dès le départ m (et donc L) de façon a ce qu'il fonctionne pour 
/' (à la place de /), et on est assuré du fait qu'on puisse promener vr sur le 
diagramme jusqu'à G' . 

Pour résoudre le deuxième problème, c'est plus difficile techniquement. 
Pour une relation du type Ll il faut regarder des couples g ^ g' on g £ G 
et g' G G' , mais les constructions faites avec des corps proches ne voient 
que des ouverts assez gros, pas des points. Nous serons donc forcés de 
raisonner sur des voisinages de g et g' sur lesquels les caractères fonction des 
représentations qui nous intéressent sont constants. La difficulté, une fois de 
plus, sera un problème de borne uniforme (de la "taille" des ouverts). Ceci 
explique la machinerie calculatoire développée à la section 4. 



Dans la deuxième section on étudie les groupes GLr{D) définis sur des 
corps proches, en suivant les indications de Kazhdan ([Ka]). La construction 
est pénible ; les résultats sont les théorèmes 2.17 et p.l9| . Nous tirons dans 
la troisième section des conséquences immédiates de ces théorèmes : la va- 
lidité des résultats de [Ba3] en caractéristique non nulle, ici les th.^TÏ] et |3.2| . 
Ces résultats seront par ailleurs utilisés dans la preuve de la correspondance 
(section 5). Dans la quatrième section, nous donnons quelques résultats con- 
cernant l'analyse harmonique de deux groupes du type GLr{D) définis sur 
des corps proches et qui se correspondent comme dans la section 2. Dans la 
cinquième section nous démontrons enfin le théorème 1.1 en caractéristique 
non nulle. Nous nous inspirons fortement de [DKV]. Cet article a été rédigé 
en caractéristique nulle, et les auteurs utilisent plusieurs techniques que nous 
ne pouvons pas nous permettre dans le cas de caractéristique non nulle. 
Notamment, la correspondance est prouvée par une récurrence qui fait in- 
tervenir en même temps un transfert d'intégrales orbitales qu'on ne peut 
pas obtenir ici. Nous avons séparé la démonstration de la correspondance, 
en la rendant dépendante d'un seul résultat à prouver : l'orthogonalité des 
caractères (connu en caractéristique nulle mais non en caractéristique non 
nulle). Ici nous utilisons la théorie des corps proches décrite aux sections 2 
et 4 et nous pratiquons un va-et-vient entre le théorème Ll et le théorème 
d'orthogonalité des caractères sur les groupes GLr{D) en caractéristique non 
nulle (th.^^), en prouvant, au passage, la validité de ce dernier résultat. 



Ce travail a été mené dans le cadre d'une thèse de doctorat sous la direc- 
tion de Guy Henniart ; je lui suis très reconnaissant de m'avoir proposé un si 
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2. Corps locaux proches et formes intérieures du groupe 

linéaire 

Soient F un corps local de caractéristique non nulle, Dp une algèbre à 
division centrale de dimension d? sur F et G'p le groupe GLr{Dp). Soient 
m G N et L un corps local m-proche de F au sens de [Ka]. On voudrait 
définir un groupe sur L tel qu'il y ait une ressemblance entre la théorie 
des représentations de G'p et celle de à la manière dont Kazhdan l'a 
fait pour les groupes de Chevalley dans [Ka] et Lemaire pour GL„ dans 
[Le]. L'idée est simple : choisir une algèbre à division Dl centrale sur L de 
dimension n? qui ait le même invariant de Hasse que Dp, et poser G'p = 
GLr{DL). Dans ce qui suit nous montrons que ce groupe est effectivement 
solution de notre problème ; on construit G'p de façon à pouvoir vérifier les 
théorèmes que Kazhdan a montrés pour les groupes de Chevalley, et montrer 



aussi quelques autres résultats utiles pour la suite. Les résultats de et 
|2.4| sont démontrés dans un cadre général dans [De] . On les a redémontrés 
ici d'une façon concrète dans ce cas particulier pour fixer les notations qu'on 
utilise par la suite. 

2.1. Préliminaires sur les algèbres à division. Soient F un corps local 
non archimédien, vp \a valuation normalisée de F, Op l'anneau des entiers 
de F, Pp l'idéal maximal de Op formé des éléments de F de valuation 
strictement positive, kp = Op/Pp le corps résiduel de F (de cardinal fini q) 
et TTp une uniformisante de F. Soit D une algèbre à division centrale sur 
F. On identifie F au sous-corps IdF de D. On sait que dimp{D) est un 
carré (P. On sait également qu'il existe une valuation vpi sur D à valeurs 
dans Z surjective qui prolonge dvp ; on note Od l'ensemble des éléments 
de D de valuation positive ou nulle et Ppi l'ensemble des éléments de D de 
valuation strictement positive ; On est un anneau local non commutatif et 
Pd est l'idéal (bilatère) maximal de Od- 

On dispose d'une classification des algèbres à division centrales sur F de 
dimension : si -D est une telle algèbre, il existe un sous-corps commmutatif 
maximal F de D qui soit une extension non ramifiée de degré d de F ; il 
existe également un élément vr/) de D et un générateur a du groupe de Galois 
de l'extension E/F tels que : 

- TTf) = TTp 

- pour tout e G on a -Kp^e-Ko = <7(e). L'élément a est uniquement 
déterminé et permet de calculer l'invariant de Hasse de D. 

Réciproquement, en se donnant un générateur a du groupe de Galois 
de E/F oh E est une extension non ramifiée de degré d de F (unique à 
isomorphisme près), on peut construire une algèbre à division centrale sur 
F de dimension en lui imposant les trois conditions plus haut. Si on fixe 
E, deux telles algèbres sont isomorphes si et seulement si a G Gal{E/F) est 
le même. Ce sont les résultats de la Proposition a, page 277, et Corollaire 
b, page 335 de [Pi]. 
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Nous commençons par la relation entre les extensions non ramifiées de 
même degré sur deux corps locaux proches. 

2.2. Préliminaires sur les extensions non ramifiées d'un corps local. 

Soient F, vp, Op, Pp, t^f, kp, q = card{kp) comme plus haut. Soit d G N*. Si 
on fixe une clôture algébrique F de F, alors il existe une unique extension E 
non ramifiée de degré d de F incluse dans F. On a les propriétés suivantes : 

- la valuation normalisée de E prolonge celle de F et tt^ est une uni- 
formisante de E ; 

- si / = g'^ et P est le polynôme P{X) = X^'^ - 1 G F[X], alors E est 
un corps de décomposition de P ; en particulier, pour toute racine primitive 
d'ordre Z — 1 de l'unité yp dans F, on a yp £ E et E = F[yp] ; 

- le cardinal du corps résiduel kp = Op/Pp de E est égal à q'^ et on 
a un isomorphisme de groupes gp/p de Gal{E/F) sur Gal{kp/kp) ; cet 
isomorphisme est donné par l'application suivante : si cr G Gal{E/F) alors 
a induit un automorphisme a' de Op qui envoie Pp sur Pp et qui agit comme 
l'identité sur Op \ a' induit par conséquent un isomorphisme a" de kp sur 
kp dont la restriction h kp est l'identité et on pose gp/p{cr) = a". 

C'est la Proposition 17.8, page 334, [Pi]. 

Soit m G N*. On pose O^^ = Op/P^ et Op^ = Op/Pf. Dans ce qui 
suit, une barre au-dessus d'un symbole rappelle que ce symbole est rattaché 
(d'une façon ou d'une autre) à kp ou kp, et un chapeau au-dessus d'un 
symbole rappelle qu'il est rattaché à Opm ou Opm- Soient P le polynôme 
X'-i-l G F[X],_P le polynôme X'-i-î G Opm[X] et P le polynôme X'-^- 
ï G ^^[X]. Soit P = PiP2...Pk une décomposition en produit de polynômes 
unitaires irréductibles de P dans fc^ï^fX]. Supposons (sans restreindre la 
généralité) que Pi ait une racine primitive d'ordre l — 1 de l'unité y dans 
l'extension kp de kp. On sait qu'alors le degré de Pi est égal à d. 

Proposition 2.1. a) Il existe un unique polynôme unitaire Pi G Opm{X] 
tel que 

A) Pi divise P et 

B) l'image de Pi dans kp[X] soit Pi (en particulier Pi est irréductible). 

b) Soit y l'unique racine de P dans E telle que l'image de y dans 
kp soit y. Notons y l'image de y dans Opm- H existe un isomorphisme 
de Opm-algèbres fm '■ OFm[X]/{Pi) — > Opm induit par le morphisme fm ■ 
OpmiX] Opm donné par Q i-> Q{y). 

Démonstration, a) On montre l'existence et l'unicité. 

EXISTENCE : Dans la démonstration de la Proposition a, page 277 de 
Pierce on montre que la décomposition de P en produit de polynômes uni- 
taires irréductibles est du type P = PiP2...Pk où pour tout i G {l,2...k}, 
l'image facteur de Pi dans A;_p[X] est Pj (en outre, les Pj sont tous distincts 
parce qe P est sans racine multiple dans une clôture algébrique de kp). On 
vérifie aussitôt que l'image facteur de Pi dans Opm[X] satisfait à A) et B). 
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UNICITÉ : Soit M un polynôme unitaire de Oprui^] qui satisfait à A) et 
B). Il suffit de montrer que M a un représentant M dans (^^^[X] qui divise 
P = PiP2...Pk (voir l'EXISTENCE) ; on aurait alors que M est un produit 
des Pi, et, par B), que M = Pi. 

Écrivons P = MV où, M et P étant unitaires, V est unitaire. Soient N un 
représentant unitaire de M et U un représentant unitaire de V dans Oi^[X]. 
On applique le théorème 1 de [BC] IV, 3, plus précisément la remarque qui 
suit la démonstration. Cette variante plus fine du lemme de Hensel assure 
que si N et U sont deux polynômes unitaires tels que 

P = NU mod (ttP), 

et par ailleurs le résultant des polynômes N et U est de valuation nulle, 
alors la décomposition "se relève" au sens oir il existe une décomposition 
P = MV dans Of[X] où M et F sont tels que 

M = N mod (tt^) 

et 

V = U mod (tt^). 

Or, le résultant ^ de M et F est de valuation nulle parce que, les polynômes 
étant unitaires, la réduction de R modulo irp est égale au résultant des 
réductions M et modulo np, et ce dernier est non nul dans kp, parce que 
P = MV est sans facteurs multiples, soit M et V sont forcément premiers 
entre eux. (Le lecteur remarquera que la difficulté de cet exercice réside 
dans le fait que Omp n'est pas principal. En utilisant que Op et kp le sont 
on coince le problème entre les deux). 



b) L'application fm est visiblement un morphisme de Oi?m-algèbres. Mon- 
trons qu'elle est surjective. L'algèbre Opm est un Oi?^-module libre de 
rang d dont une base est B = {l,y,y'^ ...y'^^^} ; en effet, B est une famille 
génératrice car {1; y; était une famille génératrice de Op sur Op 
([Wc], prop.5, page 20) et B est une famille libre car, Pi étant irréductible, 
c'est le polynôme minimal de y. Or, la base B se trouve dans l'image de fm 
donc fm est bien surjective. Comme le noyau de fm est clairement l'idéal 
principal engendré par Pi, le résultat en découle. □ 

Proposition 2.2. On note Gm l'ensemble des Opm-automorphismes de l'algèbre 
Oprn- Alors le morphisme naturel gm,E/F '■ Gal{E/F) — >■ Gm est un isomor- 
phisme de groupes. 



Démonstration. On rappelle qu'on a noté gp/p l'isomorphisme canonique 

Gal{E/F) ~ Gal{kp/kp). 

S'il existait a et a' distincts dans Gal{E/F) tels que gm,E/F{'^) = gm,E/F{'^') 
alors on aurait également gp/Eip) = gE/F{(^') ce qui est impossible car gp/F 
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est un isomorphisme. Donc gm,E/F 6st injective. D'autre part, d'après la 
proposition |2 . l[ b) , un Oi?m-automorphisme de l'algèbre OEm est uniquement 
déterminé par l'image de y, et par ailleurs cette image doit être une racine 
de Pl. Comme le degré de Pi est d, le cardinal de Gm est inférieur ou égal 
à d qui est le cardinal de Gal{E/F). Mais alors, l'application gm,E/F étant 
injective elle est forcément surjective et finalement bijective. □ 

2.3. Corps locaux proches et extensions non ramifiées. Soit F est 
un corps local de caractéristique non nulle. Si L est un corps local de 
caracéristique nulle et m est un entier supérieur ou égal à 1, on dit que F 
et L sont m-proches si Opm et OLm sont isomorphes en tant qu'anneaux. 
On appelle alors un triplet de m-proximité un triplet (vr^; vr^; Â^j^) où TTp 
est une uniformisante de F, ttl est une uniformisante de L, et est un 
isomorphisme de Opm sur Oltu qui envoie la classe de ttf sur la classe de 
ttl. Soient F et L deux corps locaux m-proches (m > 1) et {np; ttl; A^^) un 
triplet de m-proximité correspondant. Soient d > 1, E une extension non 
ramifiée de dimension d de F et K une extension non ramifiée de dimension 
d de L. 

Théorème 2.3. Les corps E et K sont m-proches. 



Démonstration. L 'isomorphisme : Opm Oim s'étend de façon 
naturelle en un isomorphisme A^^ : OpruiX] — > OLm[X]. Soient Pp G 
et Pp € Oirm.[^] choisis comme Pi et Pi dans la proposition 2.1 



Posons Pl = \fl{Pf) e et Pl = XpiiPp) € OimiX]. Alors on a un 

isomorphisme 

(2.1) 'X'Pl ■.OFn.[X]/{PF)^OLm/{PL). 

Maintenant on sait par le point b) de la proposition |2.1| que 



(2.2) OF^[X]/iPF) ^ OEm, 

isomorphisme qui dépend du choix d'une racine de Pp. D'autre part Pl est 
un polynôme qui vérifie les conditions A) et B) de la proposition (avec corps 
de base cette fois le corps L). Par unicité et par le point b) de la proposition 
p.l| (appliquée cette fois sur L) on a un isomorphisme 



(2.3) OLm[X]/{PL) ^ OKr 



qui dépend du choix d'une racine primitive de Pp. Des isomorphismes |2J 
^ et on déduit un isomorphisme 



• OEm — Oxm- 

Le triplet (vrp; vr^; A^^) est un triplet de m-proximité pour les corps E et 
K. □ 
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2.4. Corps locaux proches et algèbres à division. Soient F et L deux 
corps locaux m-proches (m > 1) et soit Dp une algèbre à division centrale 
de dimension (P sur F. On choisit un sous-corps non ramifié maximal E 
de Dp et notons ap le générateur du groupe de Galois de l'extension E/F 
qui correspond à Dp comme dans l'introduction. Soit K une extension non 
ramifiée de degré d de L. Il existe un isomorphisme canonique gE/F,K/L ■ 
Gal{E/F) ~ Gal{K/L), image de l' isomorphisme 5 : Gal{kE/kF) — Gal{kK /ki) 
qui envoie le Frobenius sur le Frobenius. A son tour, l' isomorphisme Qe/f^k/l 
induit (par la proposition un isomorphisme gm,E/F,K/L '■ Gm,E/F ~ 
Gm,K/L- Par transport de structure on a pour â £ Gm,E/F et x G OEm '■ 



(2.4) gm,E/F,K/Lià){X'EKiS:)) = X'ÈKiKx)). 

On note l'algèbre à division centrale sur L de dimension (f' qui cor- 
respond à l'extension K/L et à l'élément ax = 9E/F,K/Li'^E) du groupe de 
Galois Gal{K/L). On fixe une uniformisante ttd^ de Dp avec les propriétés 
de 2.1 (relatives à ttl). 



En reprenant les notations de 2.1 on a 



d-l 



(2.5) 



(2.6) 



(2.7) 



d'où 



DF = ^7rh,E 

i=l 
d-l 

Od, = ®7^'d,Oe 



Dp 



i=0 

d-l 



i=0 



d-l 

(2.8) 0DjPE^ = ^7rh,0E/PF- 

i=0 

On a donc un isomorphisme de groupes additifs XeI^d^ '■ O^p/Pj^p ~ 
Odl/Pdl envoie Zlt^o ^«f^î sur Zlto ^^L'^£;i^(^i) Pour tout d-uplet 
{Ao; Xi...Xd-i} € O^m- Montrons que cet isomorphisme est compatible avec 
la multiplication (raison pour laquelle on a choisi ax correspondant à cts)- 
En effet, il suffit de vérifier la compatibilité avec la multiplication sur deux 
éléments du type vr}^^x et vrj-j^x' où < i, j < n — 1 et x, x' & OEm- Soit 
âE l'image de aE dans Gm,E/F- Oii a 
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(2.9) 
et 



x' 



'^Dp9m,E/F,K/L{àE){x)x SI i + j < n 



(2.10) 



n 



Finalement, en utilisant la relation 2Â plus haut on a obtenu le : 

0/5^ /Pg"^ définie plus 



Théorème 2.4. La /Zèc/ie A^^^^ : Oop/P^ 
haut est un isomorphisme d'anneaux. 



md 

F 



2.5. Bijections formelles. Prenons le cas le plus simple du groupe linéaire 
sur deux corps locaux proches F et L. Ce cas a déjà été traité par Lemaire 
qui a montré comment on peut "transférer" certaines parties ouvertes et 
compactes de GL„(F) à GL„(L) et les implications qu'a ce transfert pour 
les théories des représentations des deux groupes. Supposons maintenant 
qu'on se soit donné un élément d'un de ces sous-ensembles de GLn{F) et un 
élément du sous-ensemble de GL„(L) correspondant et qu'on veuille com- 
parer leurs polynômes caractéristiques qui sont, certes, à coefficients dans 
des corps différents, mais proches. C'est un problème très concret si on se 
représente les deux éléments comme des matrices dont on sait comparer les 
éléments. Seulement, la façon abstraite dont on définit les bijections entre 
des objets attachés à GLn{F) et GLn{L) respectivement ne le permet pas. 
On va alors définir ici des bijections formelles (formelles parce qu'elles ne 
respectent pas les opérations) qui nous permettront de traiter ce genre de 
situation concrète. Ce problème peut être vu aussi comme celui d'un choix 
précis de représentant dans une classe d'équivalence. 



2.5.1. Les corps locaux proches. Soit F un corps local de caractéristique non 
nulle. On choisit un système de représentants Sp de Op/Pp dans Op. 

Soit m G N*, L un corps m-proche de F et (vr^?; vr^,; A^^,) le triplet de 
m-proximité associé. Pour tout x € Sp on choisit un représentant y{x) 
dans de l'image par (dans Ol/Pi^) de la classe de x dans Op/Pp. 
L'ensemble Sl = {uix) : x ^ Sp} est un système de représentants de Ol/Pi^ 
dans Ol. Pour simplifier les calculs, on impose la condition suivante : Op 
et Ip font partie de Sp, et on a y{Op) = Ol et y{lp) = 11- 

On note X]ij^ la bijection de Sp sur Sp qui envoie x sur y{x). Si on se 
représente les éléments de -F et de L par des séries à l'aide des uniformisantes 
TTp et TTp et des systèmes de représentants 5^ et Sp respectivement, on 
obtient une bijection de F dans L qui prolonge A™^^ - et pour laquelle on 
utilisera donc la même notation - donnée par : 



14 



JACQUET-LANGLANDS EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 



3=30 3=30 

La bijection induit une bijection (bien définie) de Op/Pp sur Ol/Pi' 
et cette bijection n'est autre que l'isomorphisme A^^. On appelle A™^ une 
bijection formelle. Notons les propriétés suivantes qui sont immédiates : 

(2.11) Vi G N, Vx G F, A^i(7ri,x) = 

(2.12) yxeF, VL{X'PLix)) = VF{x). 



2.5.2. Les extensions non ramifiées. Soient F et L comme plus haut, E une 
extension non ramifiée de F de degré d et K une extension non ramifiée de 



L de degré d. Nous reprenons les notations de 2.2. Les corps E et K étant 



m-proches par le théorème 2.3, on peut bien entendu définir une bijection 
formelle entre E et K comme plus haut en oubliant complètement les corps F 
et L. Mais, pour définir une bijection formelle entre deux algèbres à division 
sur F et L respectivement, bijection qui ait une certaine propriété utile par 
la suite (voir 2.5.3| ), on définit une bijection formelle entre E et K de la 



façon suivante, plus précise : au lieu de partir comme dans la sous-section 



2.5.1 avec un système de représentants Sp quelconque de Oe/Pe dans Op, 
on fixe un isomorphisme A^^ : kp ~ kx compatible avec : kp — k^ et 
on impose que 

- Se soit formé de et de toutes les racines du polynôme Pe = X'^^ — 1 G 

pm, 

- Sk soit formé de et de toutes les racines du polynôme Pk = ^ — 1 G 
L[X], 

- la bijection A'^j^ entre 5^ et Sx soit donnée par l'application suivante : 
si y est une racine de Pp, et y est l'image de y dans kE, alors A^^(y) = z 
où z est l'unique racine de Pk qui se trouve au-dessus de X^^xiv) ^ ^K- 

C'est à partir de ce choix (qui est, remarquons-le), compatible avec la 
condition y{Op) = Ol et 2/(1^) = 11) qu'on étend l'application A^^ en une 



bijection A^^ : E ^ K comme dans la sous-section 2.5.1. 

On obtient ainsi une bijection qui a la propriété d'être compatible avec 
l'action des éléments du groupe de Galois Gal{E / F). En effet, quel que soit 
a G Gal{E/F) on vérifie facilement que, pour tout x & E, 

(2.13) X'EMx)) = 9E/F,K/L{'y){X^K{x)). 

L'application A^j^ est une bijection formelle entre les corps locaux E et K. 
Elle induit un isomorphisme A^^ : Opm ~ Oxm- 
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2.5.3. Les algèbres à division. Soient F,E,Dp et L,K,Dl comme dans la 



sous-section 2.4. On suppose qu'on a construit des bijections formelles : 
F ~ L et : E K comme au ^Xï| et On construit une bijection 

formelle entre Di? et -D^, de la façon (naturelle) suivante : on pose, pour 
tout d-uplet (ao; ai...arf_i) € E'^, 



(2.14) 



d-l 
i=0 



d-l 
i=0 



La bijection A^^^^ induit une bijection (bien définie) de Oop/P^^ sur 
Odl/Po^ cette bijection est l'isomorphisme Â^^^,^. La bijection A^^^^ 
a aussi les propriétés suivantes : 



(2.15) 



'ix e Dp, VDLi>^FLi^)) = VDpix), 



(2.16) Vi G N, Vx G Dp, X'BpDrMh.x) = vr},, AS,d, (x), 



(2.17) yi G N, Vx G Dp, X'BpdS^^Dp) = >^DpD,{xVd,- 



Les propriétés |2.15| et |2.16| sont évidentes, seule la propriété |2.17| pose un 
petit problème. Il suffit bien sûr de la montrer pour x £ E. On sait que 

Il suffit donc de démontrer que pour 



si X £ E alors xvrVi 

tout X G on a XJ^^i'^E^ 
(et c'était justement pour avoir cette propriété |2.17 qu'on avait choisi A^^ 
comme dans 2.5.2). 



^)) ~ ^xi^EKi^))- Mais c'est la relation 2.13 



2.5.4. Les matrices, les polynômes. Si F, Dp et L, Dl sont comme au ^.5.3| , 
la bijection formelle entre F et L s'étend de façon naturelle en une bijection 
entre F^ et L". Si U est un F-espace vectoriel de dimension finie n muni 
d'une base et V un L-espace vectoriel de dimension n muni d'une base, une 
bijection formelle entre F et L s'étend "composante par composante" en 
une bijection entre U et V. C'est pareil pour des espaces vectoriels à droite 
ou à gauche sur Dp et D^. En particulier cela vaut pour les espaces de 
matrices Mn{F), Mn{L) et Mr{Dp), Mr{Dp), et aussi pour des espaces de 
polynômes. En général, on notera A^^ la bijection formelle donnée entre F 
et L, et C^i^ la bijection induite entre Mn{F) et Mn{L). Pareillement, la 
bijection formelle entre Mr{Dp) et Mr{Di) induite par A^^^,^ sera notée 

/■m 

^DpDl- 
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2.6. La construction. Soient F,E,Df,L,K,Dl comme plus haut et soit 
r € N*. On se propose d'étudier les ressemblances entre les groupes G'p = 
GLriDp) et = GLr{DL). On va suivre le chemin indiqué par Kazh- 
dan dans [Ka]. On pose Kp = GL^iPop)-, Kl = GL^iPoi^) et, pour tout 
/ € N*, on note K^p le noyau de la projection Kp —s- GLr{ODF / ^Dp) 
Kp le noyau de la projection Kl GLj.{Odi^/ Pp}^)- Pour tout Z, K^p est 
un sous-groupe distingué de Kp. C'est aussi le groupe Id + Mr{P^^^). Si 
K est un sous-groupe ouvert compact de G'p on note H{G'p]K) l'algèbre 
des fonctions complexes localement constantes à support compact sur G'p 
et bi-invariantes par K. On fait de même pour G^. 

Notation : Si g = {gij) € Mr{Dp) alors on note vp{g) le minimum des 
valuations en tant qu'éléments de -D^ des coefficients gij de g. De même 
sur L. 



Maintenant, pour tout / G N*, si F et L sont /-proches, on construit un 
isomorphisme d'espaces vectoriels 

ChpD,--H{G'p;K'p)c,H{G'L;Ki). 

Cet isomorphisme sera dépendant du triplet de /-proximité (AJJ^^^ 'iT^Dp] t^d^ 
déduit du triplet de /-proximité fixé pour F et L comme nous l'avons ex- 
pliqué au 2.4 . 
Posons 

Ap = {A = {aij)ij G GLr{Dp) : aij = ^ij-K^p^ «i < 02 < ... < a^} 
oii ôij est le symbole de Kroneker. 



Lemme 2.5. On a 

G'f = \\, KpAKp. 

Démonstration. Voir [Sa], page 43. □ 

Soit / G N* et A G ^i?. Comme K^p est un sous-groupe de Kp, il existe 
un sous-ensemble X de Kp x Kp tel que 



KpAKp = TT kIbag-^kI. 

Posons 

Tp^l = GLriODp/P'ép) X GLriODp/P'êp)- 

Si {B; G) G Kp x Kp, alors K^pB AG~^ Kp ne dépend que de la classe {B; G) 
de {B;G) dans Tj?;. On peut donc définir sans ambiguïté KpBAC~^Kp 
pour tout {B]C) G Tp^i. Notons maintenant tlp^i^A l'ensemble des couples 
{B; G) G Tp^i tels qu'il existe un représentant B de B dans GLr{ODp) et un 
représentant C de C dans GLr{ODp) tel qu'on ait BA = AG. En écrivant 
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cette relation BAC~^ = ^ on vérifie que ïIf,i,a est un sous-groupe de T^;. 
Posons enfin 

TF,i,A = '^F,l/^F,l,A- 



Lemme 2.6. a) Pour tout {B]C) G Tp^i, l'ensemble K\,ÈAC~^K^p ne 
dépend que de la classe {B; C) de {B; C) dans T^^^^ ; on le note KpBAC'^Kp. 
h) On a 

KFAKF = ^^~~ ~ kIÉAC-^kI. 

Démonstration, a) Soient {B;C) G 'iF,i,A et {B;C) G TF,h {B';C') G 
deux représentants de {B;C). Il existe donc {Û;V) G H^;^^ tel 
que B' = BÛ et C' = CV. Soit {B; C) un représentant de {Ê; C) dans 
GLj.{Odp) x GLj.{Odp) et U et V des représentants de ?7 et de dans 
GLriOop) qui vérifient UA = AV. On a donc K^pÈ' AC'~^ K^p = K^pBÙ AV-^C-^K^p 
K'-pBUAV-^C-^K^p = K'pBAC-^K^p = K'-pÊAC-^K^p. 

b) On a 

KpAKp = [j K^pBAC-^K^p 

{B;C)eGLr (Oop ) x GL, {Oop ) 

et pour tout {B;C) G GLr{ODp) x GL^iGop) on a 

K^pBAC-'^K\, = K'-pBAC-^K^p. 

Donc, 

KfAKf = U K^pBAC~^K^p. 

(B:,C)eTpj^A 

Il suffit de montrer que la réunion est bien disjointe. Soient {B; C) et [B'] C') 

deux éléments de Tf,i,a- Alors K^pÈAC-'^K^p et K'pÉ'AC'^^ K'p sont ou 
disjointes ou égales. Supposons que 

K^pBAC-^K^p = K'pÈ'AC'~^K^p. 
Comme Kp est distingué dans Kp on a 

K\pÉAC-^K\p = BK^pAK^pC-^ 



et 



K^pB'AC' ^K^p = B'K^pAK^pC' \ 



En posant X = B' B et Y = C' C et en réutilisant le fait que K'p est 
distingué dans Kf, on obtient 
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Il suffit donc de montrer que dans ce cas on a forcément X = Y = \. C'est 
pareil que de montrer que, si {X; Y) est dans et vérifie KpXAY~^Kp = 
KpAKp, alors {X; Y) a un représentant {X; Y) dans GLr{ODp)>^GLr{ODp) 
tel que XA = AY. Montrons que cette assertion est vraie : KpXAY^^Kp = 
KpAKp implique qu'il existe un représentant {X'; Y') de {X; Y) dans GLr{OD 
GLt{Odp) et deux éléments ki et k2 de K^p tels qu'on ait X' AY'^^ = kiAk2. 
Mais alors il suffit de prendre X = k^^X' et y = k2Y' , car l'appartenance 
de kl et k2 k = Id + Mr(P^^) nous garantit X = X' etY = Y' et avec 
ce choix on a bien XA = AY. □ 



Maintenant on va traiter les corps F et L à la fois. Les objets définis 
plus haut sur F se définissent de même sur L et c'est l'indice F ou L qui 
indique à tout moment de quel corps il s'agit. Les résultats plus haut sont 
évidemment valables aussi sur L. 

On se rappelle l'isomorphisme Â^^^^ : Oop/Pup — Oop/Ppip- Il induit 
un isomorphisme C^pOl ■ '^-P'.' - "^^,1- 

On se rappelle également la bijection formelle CopO^ ■ ^riDp) — Mt{Dl). 
Elle induit une bijection Ci)p,Di ■ -^F — -^L- 

Lemme 2.7. Pour tout A G Ap, l'isomorphisme CdpDl " "^^.^ ~ '^L,i ^ri- 
duit un isomorphisme CdpDl ' -^^.'.^ ~ l (A) V^"^ conséquent une 

bijection CdpDl '■ Tf,«,a ^ T^LAX'^^^^iA)- 

Démonstration. Supposons que A soit la matrice (iiag(7r^^^, 7r^^...7r^^). 
Soit {B;C) € tlp^i^A- Il existe donc un représentant {B;G) de {B;G) dans 
GLriÛDp) X GLr{ODp) tel que 

(2.18) BA = AG 

Écrivons B = (bij) et G = (cij). La relation p. 18 se traduit par : 



ai 

''^Dp^ij 



(2.19) yi,j, bijTT'^j^ 

Par les propriétés 2.16| et p. 17 de la bijection formelle Ci?^/?^ on & alors : 

(2.20) Vi,j, ChpD,{b,,)7r''^^ = 7^''n^C'DpDpic^J) 

et cette relation implique CdpDl(^)CdpDl('^) = (dpDl('^)CdpDl('^) et par 
conséquent {ChpDpiByXDpD^iC))^ ^L,l,chpD^i^)- ^"'^"^ ChpDL(^F,l,A) ^ 
. Comme les rôles de F et L sont symétriques il est évident que 



H 
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ce résultat est suffisant pour en déduire que CdpDl ■ ^F'^iA ~^ i ^ (A) 
est un isomorphisme, par exemple parce qu'on peut lui construire une ap- 
plication réciproque en partant de (Cd^d^)^^ '• T^l.i ^ T^f,i- D 



D'après les lemmes et 2.7, si pour tout ensemble W on note Iw la 



fonction caractéristique de W, alors l'ensemble : 

est une base de l'espace vectoriel H{G'p;K^p). Soit 
l'application linéaire déterminée par 



F' K 



Théorème 2.8. L'application CopO^ isomorphisme d'espaces vecto- 

riels. 



Démonstration. Cela découle des lemmes 2.6 et 2.7. □ 



Remarque 2.9. Soit l un entier strictement positif. La surjection canon- 
ique 

induit une surjection canonique : 

dont la restriction induit une surjection 

H_F,/+1,A ^F,l,A- 
Finalement, on obtient une surjection canonique 

Tf,/+1,A '^F,l,A- 

Supposons que F et L sont (/ -|- l)-proches. De la même façon, on a une 
surjection canonique 

^L,l+U'+^^^(A) ^ ^FM'^^n^i^y 
Il est très facile à vérifier que le diagramme 



^DpD^ 



-F,l+l,A ^ ^F,l,A 
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OÙ on aura tenu compte du fait que C'd^d (^) ~ '^DpDl (^) (P^^ définitions 
mêmes) est commutatif. Cela implique que l'isomorphisme d'espaces vecto- 
riels 

est induit par la restriction de l'isomorphisme 

Lemme 2.10. Soit A = diag{7r'}j^;TT'^^...TT'^^) G Ap- Alors 

Démonstration. On a 

voI{K\,AK^p) = card{K^p/{AK^pA-^ n K^p))vol{AK^p) 

= card{K^p/{AK^pA-^ n K^p))vol{K^p). 
Il suffit donc de montrer que 

(2.21) card{K^p/{AK^pA-^ n K\,)) = q<^^^<,''J-''\ 

Posons Xa = AMr{Pgp)A-^ nMr{Pè^p) (en particulier, Xi = M^(P^'^)). 
L'ensemble Xa est formé des matrices X = {xij)i<ij<r G Mr{P^p) qui 
vérifient VDp{T^'^j^XijTT j^^) > dl pour tout i < j, soit des matrices X qui 
vérifient X G MriPg^) et pour tout i < j, VDpixij) > dl + aj — ai. 
Par conséquent, le cardinal du groupe additif Xi/Xa est q'^^i<j''^-''\ Ce 
que nous nous voulons montrer (eq. |2.21|) se traduit par 

card{l + Xi/1 + Xa) = q'^^^<^ "^-''^ = card{Xi/XA). 

Disons que A G Af est petite si on a maxi^j{aj — ai) < Id. Des calculs 
simples montrent que, si A est petite, alors 

- Xi Xa C Xa, donc 1 + Xa est un sous-groupe distingué de 1 + Xi 
multiplicatif, 

- Xi 'Xi C Xa, donc l'application 1 + xi-^'xdel + A'i dans Xi induit un 
isomorphisme de groupes 

(1 + ^1/1 + -^^; ■)^{Xi/Xa;+). 

Nous avons ainsi le résultat voulu (eq. p.2lD si A est petite. Comme tout 
élément A G Af s'écrit comme produit de matrices petites de Af, pour 
avoir le résultat en général il suffit de remarquer que, pour toute A G et 
toute A' £ Af petite on a 

- Xa 'Xaa' c Xaa', donc X^Xaa' est un sous-groupe distingué de 1 + Xa 
multiplicatif, 
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- Xa ''^a C 'Vaa'j donc l'application l + xi-^xdel + Xa dans Xa induit 
un isomorphisme de groupes 

{1 + Xa/1 + XaA'] ') = {'^A/^^AA'^,+)■ 
D 

Pour tout g G G'p on pose h{g) = {vol{Kp))^^lj^i^gj^i^. On a le : 

Lemme 2.11. a) Pour tout A, A' e Af on a h{A) * h{A') = h{AA'). 

b) Pour tout B,C £ GLriOop) x GL^(Od^) on a h{B) * h{A) * h{C) = 
h{BAC). 

Démonstration, a) Par la proposition 2.2, chapitre 3 de [Ho], il suffit de 
démontrer qu'on a 

vol(K^pAK^p)vol{K^pA' K^p) = vol{K'p)vol{K'pAA' K^p). 

Ceci est une conséquence directe du lemme |2.10| . 

b) Par la même proposition 2.2 de [Ho], il suffit de montrer qu'on a : 

vol{K^pBK^p)vol{K^pACK^p) = vol{K^p)vol{K^pBACK^p) 

et 

vol{K^pAK^p)vol{K^pCK^p) = vol{K^p)vol{K^pACK^p). 

C'est une relation facile à obtenir parce que K^p est distingué dans Kp (donc 
on peut "sortir" i? et C) et les volumes sont pris par rapport à une mesure de 
Haar à droite et à gauche (donc finalement on peut effacer B et C partout 
oii ils apparaissent). □ 

Remarque 2.12. Si Wp est un ensemble ouvert et compact de G'p in- 
variant à gauche et à droite par K^p et L est un corps /-proche de F, la 
construction de l'isomorphisme CdpDl i™pli<îue que l'image de la fonction 
caractéristique de Wp est la fonction caractéristique d'un ensemble ouvert 
compact Wl de G'^ qui est invariant à gauche et à droite par K'^. Le cal- 
cul de volumes qu'on fait dans la démonstration du lemme 2.11] plus haut 
montre qu'on a alors : 

voI{Wf) = voI{Wl). 

On poseC'DpDAWF) = WL 



Théorème 2.13. Soit Z € N*. // existe un entier m tel que, si les corps 
F et L sont m-proches, alors l'isomorphisme d'espaces vectoriels CopO^ • 
H{G'p;Kp) ~ H{G'^;K'-^) est un isomorphisme d'algèbres. 

Démonstration. On utilise la démarche de Kazhdan en précisant certains 
détails : 
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Lemme 2.14. Soit C un sous-ensemble fini de Ap soit 

G'p{C) = U KfAKf. 



Aec 

a) Il existe m > l qui dépend de C tel qu'on ait, pour tout g € G'p{C), 



h) Supposons que L soit m-proche de F. Alors pour tout /i, /2 G H{G'p; Kp) 
à support dans G'p{C) on a 

CdfDlUi * f2) = CdfDlUi) * CdfDlU2)- 

Démonstration, a) Il faut trouver un m tel qu'on ait C flgeC (C) 9~^^f9- 
Il suffit de prendre 

m>l + supg^G'p(c)VFig'^) + supg^G'p(C)VF{9) 

i.e. 



b) Il suffit de montrer ce résultat pour /i = l^i j^i et /2 = Ij^i „i^i , 

pif p pis p 

avec g, g' G G'p{C). En revenant à la définition du produit de convolution 
on trouve : 

Ix^si^^ * = vol{K^pgK^p n K^pg'K^px). 

Par le point a), cette intersection est bi-invariante par et on a : 



vol{K'pgK'pnK^pg'K^pÉAC)l 



K^BAC-^K]^' 



Les corps F et L étant m-proches, CdfDl bien définie. D'après la for- 
mule plus haut qui vaut aussi bien sur L que sur F, et la remarque |2.12| sur 
les volumes, CdfDl^Îi * /2) = C^FD^h) * CoFoSh)- Le résultat de b) est 
alors une conséquence du fait que, si m > Z, alors Ç}p) p) est induite par la 



restriction de d (remarque 2^ plus haut) 



Lemme 2.15. Pour tout entier i, <i <r, on pose Ai = diag{7T'J^^,Tr'^^...'jr'^^] 
où pour 1 < J < i, cij = et pour i + l<j<r, aj = l. On pose 
aussi A_i = (iiag(7r^j_,; 7r^^...7r^^). Soit sp un système de représentants de 
GLriODFlPoF) dansGLriOoF)- Alors {h{x) : x G SFLi{A^i;Ao;Ai..Ar}} 
est une famille génératrice de H{G'p; Kp) comme C-algèbre. 
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Démonstration. On a déjà vu que {h{BAC) : A G Af,B G sf,C G 
sp} était une famille génératrice de H{G'p;Kp) comme C-espace vectoriel. 
Si ^ G Af, a = dMg(7r^^^;7rg'^...7rg:^) alors, si oi > 0, ^ s'écrit A = 

^o'ni<i<r-i^r^'"'''A, et si ai<0,A s'écrit A = AZ''^'Ili<i<r-iA'^'+''''' 
Le lemme p. 11 implique alors le lemme |2.15 



□ 



Lemme 2.16. L'algèbre H{G'p; Kp) est de présentation fi'. 



me. 



Démonstration. D'après la remarque qui suit le corollaire 3.4. de [Be], 
H{G'p] K^p) est un module de type fini sur son centre Z{G'p]K^p), qui, à son 
tour, est une algèbre de type fini sur C. Il existe donc un Z{G'p] K^p)-m.o(h\\e 
libre M de rang fini p et un sous-module de M tel que H{G'p]Kp) ~ 
M/N en tant que Z{G'p; Kp)-m.odules. Soit {Yi,Y2, ...Yp} une base de 
M sur Z{G'p; Kp). L'algèbre commutaitive Z{G'p; Kp), étant de type 
fini, est isomorphe à C[Xi; X2...Xn]/ 1 où I est un idéal donné par un 
nombre fini de relations Ri, R2---Ru entre les Xi. Elle est en particulier 
noethérienne et donc le module est de type fini. Le Z{G'p; Kp)-module 
M/N est donc le module engendré par la famille {Yi,Y2...Yp} avec un nom- 
bre fini de relations R'i, R2...Ry linéaires entre les Yi. En écrivant encore 
pour tout i,j G {l,2...p} le produit YiYj sur la base {Yi,Y2...Yp} de M 
on obtient encore une famille finie (de cardinal au plus p^) de relations 
{R'I,R'^...R'^}. Alors H{G'p;K'p) est isomorphe à l'algèbre non commuta- 
tive engendrée sur C par les n variables Xi, X2...Xn, Yi,Y2...Yp, avec les 
relations Ri, R2...Ru, R'i, R2---R'vi ^ii -^2> ■■■I^w les n{n — l)/2 relations qui 
traduisent le fait que les variables Xi, X2...Xn commutent entre elles. Le 
lemme est démontré. □ 



Fin de la démonstration du théorème 2.13. Nous explicitons la démonstration 
dont le principe est dû à Kazhdan 



Par le lemme 2.16] , H{G'p;Kp) est de présentation finie ; c'est donc 
l'algèbre non commutative engendrée sur C par un nombre fini de générateurs 
5i)â'2"-5n avec un nombre fini de relations Ri, R2...Ru qu'on va regarder 
comme des polynômes non commutatifs en n variables qui s'annulent en 
{gi'i 92---9n)- Par ailleurs, le lemme 2.15| nous fournit une famille finie {hi,h2...hp} 
de générateurs de H{G'p; Kp). Soient alors Gi{l < i < n) des polynômes 
en p variables qui appliqués à (/ii; /i2.../ip) donnent les gi,g2---gn, et Fj(l < 
i < p) des polynômes en n variables qui appliqués à {gi; g2...gn) donnent 
les hi,h2...hp. Soit s le plus grand nombre parmi les degrés (totaux) des 
polynômes 

R'i = Ri{{Gi;G2...Gn)) , R2 = ^2 ((Ci; G2...G„)) . . . R'^ = Ru{{Gi; G2...G„)) 
et 



F[ = Fi((Gi; G2...Gn)),F^ = F2((Gi; G2...G„)) . . . f; = Fp((Gi; G2...G„)) 
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et un compact K suffisamment grand dans G'p pour qu'il contienne tous 
les produits de s éléments qui se trouvent dans la réunion des supports de 
tous les hi. Soit C G Af de cardinal fini tel que K C G'p{C) (voir le lemme 



2.14). Prenons l'entier m associé à C comme dans le lemme 2.14, Notons 
h[,h2...hp les images de hi,h2---hp par CdpDl' Définissons un morphisme 
d'algèbres t : C{gi, g2---gp) — > H{G'^;Kp) défini par : 

t{gi) = Gi{{h[;h'2...h'p)) 
Ce morphisme vérifie t{Ri[{gi, g2---gn))) = pour tout 1 < i < u par le 



choix de m relativement aux polynômes R'i,R'2---R'u et par le lemme 2.14 . 
Il induit donc un morphisme d'algèbres 

t:H{G'p-K'p)^H{G'L;Ki), 

car H{G'p; Kp) est la C-algèbre non commutative engendrée par gi,g2---gn 
avec les relations traduites par l'annulation des polynômes Ri,R2---Ru en 
{gi] 92---gn)- Or, ce morphisme d'algèbres vérifie 

(2.22) t{hi) = h[ 

pour tout 1 < î < p par le choix de m relatif aux polynômes F[, Fl^.-.Fp et 



par le lemme p?Î4 . Comme c'est un morphisme d'algèbres, p. 22 et les lemmes 



2.11 et 2.15| impliquent que pour tout A G Af, pour tout {B;G) € T^^;^^ 



on a 

i(lx^BAC-xP = li.i(c-L^,^(B))(ci,^,^(A))(c-i,^,^(C))-Vi- 

Comme c'est un morphisme d'espaces vectoriels qui coïncide avec CdpDl 
une base de H{G'p;K\,), on a i = C]5 D ) donc £, est un isomorphisme 
d'algèbres. □ 

Nous rappelons que le niveau d'une représentation lisse irréductible vr de 
G'p (resp. G'^) est le plus petit entier / tel que vr ait un vecteur fixe non nul 
sous K^p (resp. Kl). Soit vr une représentation lisse irréductible de niveau 
inférieur ou égal à / de G'p et notons l'espace de la représentation tt. 

Alors H{G'p;Kp) agit sur K- ^, espace des vecteurs fixes sous Kp, par 

f[v) = Tr{f)v 

pour tout / e H{G'p;Kp) et tout v £ ■ L'espace K- ^ est ainsi muni 
d'une structure de //(G'^; iîr];.)-module. On note le H {G'p; Kp)-module 

K- ^ pour le différencier du C-espace Vt^ ^ avec lequel il coïncide ensemblis- 
tement. On sait que K-,_f/ est un H{G'p; -ftrj;.)-module non nul irréductible et 
que vr i— > induit une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence 
de représentations irréductibles de G'p de niveau inférieur ou égal à l et 
l'ensemble des classes d'isomorphie de H{G'p; Kp)-m.odnles irréductibles 
([Be] ou [Ca2]). Maintenant, si m est comme dans le th. |2.13| , l'isomorphisme 
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^DfDl • ^(^'f'i^f) ~ -^(^L'-^i) induit une bijection (noté toujours 
CdpDl^ entre l'ensemble des classes d'isomorphie de //(C^;.; ii'j;.)-modules 
irréductibles et l'ensemble des classes d'isomorphie de -fir|^)-modules 
irréductibles. Donc l'image par CdpDl classe d'isomorphie de V,^^h 

est une classe d'isomorphie de H{G'j^; K|^)-modules irréductibles et elle cor- 
respond à une classe d'équivalence de représentations irréductibles de 
niveau inférieur ou égal à l de G^. Si Ci? est la classe d'équivalence de la 
représentation vr, on pose CopO^i^F) ~ ^L- 

Théorème 2.17. a) L'application CdpDl ''^^alise une bijection de l'ensemble 
des classes d'équivalence des représentations lisses irréductibles de G'p de 
niveau inférieur ou égal à l (resp. égal à l) sur l'ensemble des classes 
d'équivalence des représentations lisses irréductibles de G'^ de niveau inférieur 
ou égal à l (resp. égal à l). 

b) Soit vr une représentation lisse irréductible de G'p de niveau inférieur 
ou égal à l. Alors vr est de carré intégrable si et seulement si Cdj,Dl(^) 
une représentation de carré intégrable de G'p. 

c) Soit vr une représentation lisse irréductible de G'p de niveau inférieur 
ou égal à l. Alors vr est cuspidale si et seulement si CdpDl^^^ 
représentation cuspidale de G'p. 

Remarque 2.18. On parle abusivement de CopO^ (^) ^^'^^^ l^e Cd^d^ n'est 
définie que pour les classes d'équivalence. C'est ce qui arrivera parfois aussi 
par la suite, puisque toutes les propriétés des représentations sont en fait 
des propriétés des classes d'équivalence. 



Démonstration, a) Le fait que (p p soit une bijection de l'ensemble 
des classes d'équivalence des représentations lisses irréductibles de G'p de 
niveau inférieur ou égal à l sur l'ensemble des classes d'équivalence des 
représentations lisses irréductibles de G'p de niveau inférieur ou égal à / 
résulte de la discussion faite avant l'énoncé du théorème. 

Soit maintenant Il{G'p,l) (resp. Il{G'p,l — 1)) l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou 
égal à l (resp. a l — 1) de G'p. Adoptons les mêmes notations pour G'p. 
Alors CdpDl réalise une bijection de Il{G'p,l) sur Il{G'^,l), et aussi (met- 
tre / — 1 à la place de /), Cj^^n réalise une bijection de Il{G'p,l — 1) sur 
n(G^, Z — 1). Par la remarque 2^ et ce qu'on vient de voir, la restriction de 
Cjj jj sl n(G^, l — 1) induit Ciy^D ■ Nous obtenons alors que Cp p réalise 
une bijection de U{G'p, l)\n{G'p, / - 1) sur U{G'p, l)\U{G'p,l - 1), qui est la 
variante "niveau exactement égal à /" de l'énoncé. 

b) Supposons maintenant que vr soit de carré intégrable. Soit a une 
représentation (irréductible et de niveau inférieur ou égal à /) se trouvant 
dans l'image par CdpDj^ classe d'équivalence de vr. Comme nous l'avons 
dit plus haut, on a un isomorphisme d'espaces vectoriels 



26 



JACQUET-LANGLANDS EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 



f : ~ Vf^ 

induit par Cj^^j^^- L'isomorphisme / induit un isomorphisme, dans les es- 
paces duaux munis des actions contragrédientes : 

Soient f G ^ et f ' € ^ tels que v'{v) ^ 0. Considérons le coefficient 
non nul de vr 

/i-TT : G p — > C 

défini par 

g ^ v'{Tr{g){v)). 

Pour tout g S G'p, est constant sur KpgKp égal à h^^ig). On a aussi 
(2.23) h^{g) = voliK'pgK'pr\'{n{l^,^^j,p{v)). 

La représentation tt étant de carré intégrable, |/i7rP est trivial sur Z et 
intégrable sur G'p/Z. Exprimons cette propriété à partir de la décomposition 

^'f= ]î II K'pÈAC-^K'p 

(lemme ^.Gj -b)) en étudiant l'action par multiplication de Z là-dessus. No- 
tons A'p le sous-ensemble de Af formé des matrices A = diag{7r'^^; tt'^^] ...tt'^^] 
telles que ai G {0; 1 ...d — 1}. Pour toute matrice A G A'p notons Af{A) 
l'ensemble des matrices obtenues à partir de A par multiplication avec une 
puissance de ttp = vr^^. C'est un sous-ensemble de Af- On a 



II Af{A). 



AeA% 

Montrons que, pour tout A G A^p, l'ensemble IJ^/g_4^(^) H{B-c)GTp i a ^f^A'C'^ 
est stable sous l'action de Z par multiplication et étudions cette action. Iden- 
tifions Z avec -F*. Alors, si z est un élément de Z, z s'écrit de façon unique 
z = TTpX OÙ X est un élément de 0*p. D'autre part, on a un isomorphisme 

o*p/{iF+p'p)^{Op/p'pr. 

On peut ainsi décomposer l'action de Z sur LI^'g_4p(^) 'W{B-c)ç_'Tpi a ^pBA'C'^K 
puisque : 

- si z = TT^, alors zK'pBA'C-^ s'écrit K\,BA"C-^K'p où A" = zA' G 
Af{A), et une simple vérification montre qu'on a aussi Tp^i^j^n = Tp^i^^/, 

- si z G Op, alors : 

- si z G If + i^l, on a zK\,BA'C-^K^p = K^pÈA'C-^K^p, tandis que 
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-siz^lp + Pp, zK^pBA'C~^K^p = K^pÈ'A'C'-^K^,, où {B'; C') est 
un élément de Tf,i,a différent de {B;C) et qui ne dépend que de la classe 
de z module 1^ + Pp . 

Finalement, dire que |/i7rp est intégrable sur G'p/Z revient à dire que la 
somme 



(2.24) ( E {cardiiOp/P^pY))-' 

AeA"p {É;C)etF,i,A 

vol{K\,BAC~^K^p] dg) {voI{If + Pp] dz)) '^\K{BAC~^)\' 
est convergente. 

Maintenant, f{v) est un élément de ^, f'{v') est un élément de Va- ^ 
et l'application 

définie par 

g^nv'){a{g){f{v))) 

est un coefficient non nul de a. Pour tout g € G'j^, est constant sur 
K^^gK'^ égal à h„{g). On a aussi 

(2.25) K{g) = vol{KigKi)-^f'{v'){a{l^.^^^,J{f{v))). 

La fonction est de carré intégrable modulo le centre sur si et 
seulement si la somme 

(2.26) Y. ( E {cardiiOL/PlT))-' 

vol{KiBC'i,^^^ {A)C-'Ki; dg) {voI{Il + Ph dz)) ''KiBC^^^^^ {A)C~')\' 

est convergente, oii on a tenu compte du fait que CopO^ Valise une bijection 
de sur A^. Mais cette somme correspond terme pour terme à la somme 
2.24 puisque 

- les volumes des sous-ensembles de G'p et G'^ qui se correspondent sont 
égaux pour les mesures fixées sur G'p et G'^, 

- les volumes des sous-ensembles des centres de G'p et G'p qui se corre- 
spondent sont égaux pour les mesures fixées sur les centres F* de G'p et L* 
de G'p, 

- card{{OF / Pp)*) = card{{OL/Pl)*) parce que les anneaux Op/Pp et 
Oi/Pp sont isomorphes, 

- par construction de l'isomorphisme /' on a 

V'H^KUK^^){V)) = /'(^')(^(li.i,i.i)(/W)), 

et alors 2.23| et |2.25 impliquent que 

K{BAC-^) = K{C'DpDSBXDpD,mDpD,{C-^))- 
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On vient de montrer qu'un coefficient non nul de a est de carré intégrable 
sur G'^/Z. Donc a est de carré intégrable. La réciproque se montre exacte- 
ment de la même façon. 

c) Une représentation est cuspidale si et seulement si elle admet un coef- 
ficient non nul à support compact modulo le centre. La démonstration est 
la même que celle du point b), en plus facile : il faut remplacer "somme 
convergente" avec "somme à nombre fini de termes non nuls" . □ 



Soit ip un caractère additif non trivial de F. On dit que k est le conducteur 
de ip si k est le plus petit entier tel que Pp soit inclus dans kerip. On fixe 
une fois pour toutes un caractère -0 non trivial de F de conducteur nul. Si vr 
est une représentation lisse irréductible de G'p, on note L(s;7r), e(s;7r;-0) et 
e'(s;7r;î/') les fonctions de Godement-Jacquet ([GJ]). On sait que la fonction 
e(s; vr; ^p) est égale à g"'"'^, à multiplication par un scalaire non nul près, où q 
est, comme avant, le cardinal du corps résiduel de F, et m est un entier ([GJ], 
th. 3. 3, (4)). D'après [GJ], équation (3.3.5), page 33, l'entier m ne dépend pas 
du choix de plus haut (une fois que son conducteur est nul) ; il ne dépend 
donc que de vr : on le note par la suite m{ir) et on l'appelle le conducteur 
de vr. En suivant [GJ], nous allons utiliser une formule particulière pour la 
fonction e'(s; vr; tp), très commode pour les calculs. Supposons que le niveau 
de vr soit /. Soit / un coefficient de vr tel que / est constant non nul sur 
Kp (choisi comme dans la démonstration du th. 2.17| b)). Prenons le cas 



particulier <I> = i^'p dans le th. 3.3 de [GJ]. Nous posons donc 
Zis;f)= [ f{g)\N{g)Ydg = f{l)vol{K'p) 



K' 



OÙ A'^ est la norme réduite. On sait par le dit théorème qu'il existe sq dans 
M tel que, si s est un nombre complexe de partie réelle supérieure ou égale 
à Sq, alors 



Z{s;f) = g-"' / i^{trM,.iDp)/F{g))fig-')\N{gWdg 

J7Tp'Mr{ODp)nGLr{Dp) 

converge et Z{s;f) est une fraction rationnelles en la quantité g~*. Par les 
points (2) et (4) du même théorème, e'(s;vr;^/;) est une fraction rationnelle 
en la quantité qui vérifie : 

(2.27) 

e'(s; vr; ^) = (-1)^(^-1)^(1 - s + (n - l)/2; f)Z{s + (n - l)/2; f)-\ 



Nous adoptons les mêmes conventions pour le corps L. Si L est m-proche 
de F, le triplet de m-proximité {np; ttl; A^^) associé induit naturellement un 
isomorphisme de groupes additifs A_m : irp^^Op/Op ~ t^JJ^Ol/Ol- Alors, 
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si tpL est un caractère additif de L, on dit que ipi est m-proche de ip si ipL est 
de conducteur nul et le caractère induit par ip sur tï^^Of/Of et le caractère 
induit par ipi sur ttJJ^Ol/Ol se correspondent via X-m (i-e. V' = fpL°X- 



-m ) 



Le théorème suivant est d'une importance capitale pour la démonstration 
de la correspondance : 



Théorème 2.19. Si m est comme dans le théorème 2.1,% si L est un corps 



m-proche de F, si ipL est un caractère additif de L m-proche de ip, alors on 
a : 

a) siTT est une représentation lisse irréductible de niveau < / de G'p, alors 
les fonctions e' {s^ir^tp) et e'{s;(\j^j^^{7r);il}L) sont égales, 

b) si TT est une représentation cuspidale de niveau < l de G'p, alors les 
fonctions e{s;'ir;ip) e(s; C/)^/)^ (tt); ^l) sont égales ; en particulier m{7r) = 



Démonstration. On peut supposer que le niveau de vr est /. 

a) Posons ttf = CdpDl Soient / un coefficient de vr et un coefficient 
de TTj;, choisis comme dans la démonstration de la prop j2.17i Notons Nl la 
norme réduite sur G^. Montrons qu'on a alors : 

(ï) Zis;f) = Z{s;fL)et 

(ii) pour les s pour lesquels Z{s;f) converge, Z{s;fL) converge et on a 
Z{s-J) = Z{s-fL). 

Le point (i) est évident. Pour montrer (ii) on prouve que 

/ , ^L{trM^iD,)/d9))fL[9-^)\NL{9Wdg = 

(2.28) = / i^{trM.iD^)/F{9))f{9-')\N{g)\'dg, 

en montrant que les intégrales prennent la forme de deux sommes identiques. 
On a une décomposition 

Tip'Mr{ODp)^GLr{DF)= \[ \[ KiÈAC-^Ki 

OÙ est l'ensemble des matrices dans Af dans lesquelles toutes les puis- 
sances de l'uniformisante -nop qui apparaissent sont supérieures ou égales 
à —Id (rappelons que tt^^ = ttf)- On a une décomposition analogue pour 
iTp'' Mr^Ooi^) n GLr^Di) qu'on peut écrire 



7rl^Mr{0D,)nGLr.{DL)= U U ^ICd.D, (^)Ci?,D, 
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tenant compte du fait que CdfDl réalise une bijection de sur et que, 
pour tout A € A'j^,, CdpDl réalise une bijection de Ti^^^p sur 2^,^™ ^ {A),L- 

On a vu à la proposition 2.17 que, par la construction de /l à partir de 
/, on a : pour tout A G Ap, pour tout {B; C) S Ti ^ p, f est constant sur 
l'ensemble K^pÉAC-^K^p et h est constant sur K^^Ch^^^ (^)Cd^d^ (^)Cd^d^ iC'')K^p; 
en outre les valeurs de / et fi sont égales. C'est pareil pour les fonctions 
|A^| et \Nl\ qui y sont constantes égales à |A^(A)|. On a aussi 



voliK'pBAC-'K'p) = voliKiC^D,DAB)G,DM)(kDAC'')Kl). 
Par ailleurs, si on note U la matrice {uij)i<ij<r € GLr{Dp) définie par 
Uij = ôi^r-j, alors pour tout A G Ap et pour tout {B;C) G Ti,A,Fi la 
fonction f{g~^) est constante sur l'ensemble 

k\,ca-^b-^k\, 

égale à f{BAC~^), et on a 

i^j^CA-i^-^iv:], = k\,{cu){ua-^u){uc-^)kI, 

on UA^^U G Ap et {CU;UB^^) G Tijjj^-ijj^p. Le même phénomène se 
produit aussi sur G'^ et toutes les applications des objets sur F vers les 
objets correspondants sur L commutent à l'action par multiplication de U, 
qui est une simple permutation de lignes ou colonnes. 

Montrons encore que, si A G A'p, si {B; C) G Ti^j^^p, alors 

- o if'Mr{Dp)/F est constante sur KpBAC~^Kp, 

- i^L°trM,[DL)/L est constante sur KiCj)^^^ (^)CDf {^)CdfDl i^'^)^^, 

et 

- on a 

Posons ^ = diag{Tr'^^,TT'^^...TT'^^) où ai < a2... < ar- On rappelle qu'on 
a yl G A^ et donc ai > —Id. Par conséquent, la différence de deux éléments 
de l'ensemble KpBAC~^Kp est un élément de Mr{ODp), donc la différence 
de leurs traces réduites est un élément de Oi? et ■0 est trivial sur Op. Donc 
i/jotrMr{Dp)/F est constante sur KpBAC~^Kp. De la même façon on montre 

que i^LotrM,{DL)/L est constante sur K[CDpDA^)CDpDLi^KhpDLiC'^)Ki. 
Maintenant, montrer qu'on a 

revient à montrer que 



ij{TTphrM^iDF)/F{B{7r^pA)C-^) = 
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et, VU que tpL et ip sont m-proches, et m > /, il suffit de montrer que l'image 
(bien définie) de 

dans Op/Pp et 1' image (bien définie) de 

tr'M.(D,)/L(Ci),D,(^)(^kD,D,(^))CWDj(?-l)) 

dans Ol/Pl se correspondent par l'application Â^^ (induite par Â™^). 

Maintenant, si on choisit des représentatnts B et de B et de C~^, 
puisque Â'^,^^)^ (induit par Â^^) est un isomorphisme d'anneaux de Oup/ P^p 
sur Od, /p\ "on a C'BpD, (^^r^^C"^) -C^^^^ (S)C^,d, {C'^) ^ 

MriPoJ et par conséquent l'image dans Ol/PI de trM,{DL)/L{CDpDL{^'^F^'^~ 
est égale à l'image dans Op/Pi de trM^iD,)/L{C'BpD, (^)C^^D^ (^f^)C^^d^ (^^ 
Il nous suffit donc de montrer que l'image dans Op/Pp de tr]\4^(^Dpyp{B{iTpA)C 
et l'image dans Ol/P^ de trj^^(^p,j^yp{C,'^^^^{B7rpAC~^)) se correspondent 
par l'application Â^^^. Mais la trace réduite d'un élément de Mr{Dp) est 
la somme des traces réduites des éléments diagonaux de cette matrice et de 
même pour Dl, donc, pour avoir (enfin) le résultat voulu il nous suffit du 
lemme suivant : 

Lemme 2.20. Soit x € Oop- Alors l'image de trp,pjp{x) dans Op/Pp et 
l'image detrp)j^/p{X^^p)^(x)) dans Op/Pp se correspondent par V isomorphisme 

Démonstration. Reprenons les notations de la section |2.5| . Ecrivons 

d-l 

^ = ^^Dp(^i 
1=0 

où tous les ej sont dans E, et même dans Op puisque x € Opip. Alors, par 
définition, 

>^DpD,{^)=Y.^'DpyêK{ei). 
i=0 

L'algèbre Dp agit sur le S-espace vectoriel Dp de dimension d par multipli- 
cation à gauche et la trace réduite de x sur F est la trace de l'endomorphisme 
qui correspond à x ; on peut la calculer facilement en choisissant dans le E- 
espace Dp la base T^p^jT^pp, On trouve 

d-l 

trpp/Fix) = ^cr)r(eo). 

1=0 

Pareillement, on a 
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Pour tout 1 < i < d — l, l'image de (Tpieo) dans Oe/P^ st l'image de 
^^^xi'^pi^o)) dans Ok/Pk se correspondent par l'isomorphisme Â^^, et 
donc l'image de tr£,pjp{x) dans Oe/Pe et l'image de tr£)^/£,(A^^£)^(x)) 
dans Ok/Pk correspondent aussi par l'isomorphisme \^k- Comme 
trop/pix) e Of et tr^^/i(AS^^ Jx)) G et que Â^^ : Oe/P'e - Ok/P'k 
induit A^^ : Of/Pf — Ol/P[, le lemme est démontré. □ 



7r7'A/,(Oo,)nGL,(Di) 



On peut donc décomposer les intégrales dans l'égalité 2.28 en des sommes 
qui se correspondent terme à terme et en déduire que 

i^{trMADL)/L{9))fL{9~')\NL{9)\'dg = 
= [ , MtrM4D,)/F{9))f{9-')\N{g)\'dg. 

JnpMriODp)nGLr{Dp) 

On conclut maintenant par la relation |2.27| et par l'égalité des fonctions 
Z (pour un nombre infini de valeurs de q~'^) montrée. 

b) Les facteurs e et e' sont reliés par la relation-définition : 

(2.29) e'(s; vr; V') = e(s; vr; i')L{l - s; fr)L{s; 7r)-^ 

oii TT est la représentation contragrédiente de vr. 

Si G'p n'est pas le groupe des éléments inversibles d'une algèbre à divi- 
sion, alors la fonction L associée à une représentation cuspidale est triv- 
iale. Comme la contragrédiente d'une représentation cuspidale est une 
représentation cuspidale on conclut par le point a) ci-dessus et le théorème 
2T7|.c). 



Si G'p est le groupe des éléments inversibles d'une algèbre à division, 
alors on sait que si vr est une représentation de G'p ou G'j^ on a m(7r) = 
niv{Tr) + n — 1. Comme CdfDl conserve le niveau, nous savons donc déjà 
qu'elle conserve le conducteur. Autrement dit, le rapport 

(2.30) e{s;TTF;tp)/e{s;TTL;'tpL) = c 

où c est une constante. Reste à montrer que c = 1. 
Si vr est une représentation de G'p ou G'^ on a 

L(l-s;vr)L(s;vr)-i = [/^(g-^) 
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OU 



(2.31) 



U^{X) = 1 ou U^{X) 



X{1 - aX) 



x-p 

avec a et P deux nombres complexes (facile a obtenir à partir de [GJ], 



th. 5. 11). Les égalités 2.29| , 2.3C et le point a) impliquent alors : 

Des calculs simples montrent que, quelle que soit la forme de U-j^p et Uj^j^ 
(voir p.31|) , on doit avoir c = 1. □ 
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3. Conséquences immédiates 

Dans cette section nous donnons une preuve du fait que les résultats de 
[Ba3], a priori valables en caractéristique nulle, sont vrais indépendamment 



de la caractéristique. Ce sont les théorèmes |3JJ et |3^ plus bas. Ce n'est 
pas la preuve la plus simple, ni la plus naturelle qui soit, étant basée sur la 
construction faite à la section précédente. D'autre part, ces résultats sont 
un corollaire immédiat de la dite construction et sont, aussi, indispensables 
pour la preuve de la correspondance de Jacquet-Langlands en caractéristique 
non nulle. Ils étaient donc incontournables. 

Soit F un corps local non archimédien, soit D une algèbre à division 
centrale de dimension finie d? sur F, soit r un entier strictement positif et 
posons A = Mr{D). On pose n = rd. 

Théorème 3.1. a) Si tt est une représentation cuspidale de A* , alors on a 

nwfvr < — ^ - (i + 2. 
r 

b) Si TT est une représentation lisse irréductible quelconque de A*, alors 
on a 

niv{TT) < m{Tï) — n + 2r. 

Soit maintenant F un corps global et soit A une algèbre centrale simple de 
dimension finie sur F. Soient F* (A) et ^*(A) les groupes des adèles de F* 
et A* respectivement. On identifie F* au centre de A* et F* (A) au centre 
de A* (A) . Pour toute place v de F on note Fy et Ay les localisés de F et de 
A en V. 

Théorème 3.2. Soit V un ensemble fini de places finies de F. Si pour toute 
place V ^ V on fixe une représentation lisse irréductible lïy de A*, alors il 
existe au plus un nombre fini de classes d'équivalence de représentations au- 
tomorphes cuspidales vr de ^*(A), telles que, pour tout v ^ V, la composante 
locale de TT à la place v soit équivalente à vr^,. 



La preuve des deux théorèmes est très concise : Dans [Ba3], nous avons 
montré que le th.^]^.a) implique le th j3.l| .b) qui à son tour implique le th. 3. 2, 
et ce indépendamment de la caractéristique. Dès lors, le seul problème reste 
le point ^]^.a). Il a été prouvé dans [Ba3] en caractéristique nulle. Pour 
boucler la démonstration nous indiquons ici la preuve dans le cas oii F est 
de caractéristique non nulle. Si, dans ce cas, vr est une représentation cusp- 
idale de A* = GLr{D) de niveau /, alors en se plaçant dans la situation des 
théorèmes |2.17 et |2.19| et avec les mêmes notations, nous pouvons appliquer 
le th.^n].a) à la représentation cuspidale (par |2.17| .c)) CDpDj^i''^)^ puisque le 
corps L est de caractéristique nulle. On obtient ensuite la même relation 
pour vr, car l'application CdfDl conserve toutes les quantités qui apparais- 
sent dans l'inégalité (par construction pour r et n, par th. 2.17| .a) pour le 
niveau et 2.19| .b) pour le conducteur). 
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Le théorème appliqué à une situation particulière (la prop j5.6| ) jouera 
un rôle important dans la démonstration de la correspondance. 
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4. Quelques résultats d'analyse harmonique sur des structures 

PROCHES 

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique non nulle et Dp 
une algèbre à division centrale sur F de dimension dP. Soit r € N*. On pose 
n = dr et Gp = GLn{F) et G'p = GLriDp). Comme en caractéristique 
nulle, on veut trouver une correspondance entre les représentations essen- 
tiellement de carré intégrablc de Gp et les représentations essentiellement 
de carré intégrable de G'p. Le fait essentiel pour lequel la démonstration ne 
marche pas comme en caractéristique nulle est qu'on n'a pas l'orthogonalité 
des caractères sur G'p. Je ne pense pas qu'on puisse l'obtenir directement 
comme sur Gp, même si on a construit dans la section précédente une sit- 
uation proche en caractéristique nulle, parce qu'on ne sait pas "relever" les 
intégrales orbitales, et surtout parce qu'on n'a pas l'intégrabilité locale des 
caractères pour les représentations de G'p. C'est pourquoi on va étudier 
plutôt Gp et G'p en parallèle. Plus précisément on aura à tout instant en 
mémoire le carré : 

Gl 

2 2' 

Gp G'p 

où L est un corps proche de F qui est de caractéristique nulle. La flèche 1 est 
la correspondance (qu'on va noter Cl) déjà établie en caractéristique nulle, 
les flèches 2 et 2' sont les applications du type (p^^ et CdfDl ' ®* voudrait 
définir une correspondance à la place oii on a mis sur le dessin des pointillés. 
Les ennuis viennent du fait que les correspondances horizontales et verti- 
cales sont de natures très différentes : pour pouvoir user de 2 et 2' on doit 
être sûr que les objets qu'on veut transférer sont constants sur des ouverts 
assez "gros", alors que pour la flèche 1 on ne sait pas en quelle mesure elle 
conserve la propriété "être constant sur un ouvert assez gros" (que ce soit 
pour des fonctions, pour leurs intégrales orbitales ou pour les caractères de 
représentations). C'est à l'étude de ce problème que la présente section est 
dédiée. Un autre problème découle du fait que les correspondances verticales 
2 et 2' sont partielles et envoyent certaines représentations des groupes d'en 
bas sur certaines représentations des groupes d'en haut, et pour obtenir 
des renseignements sur une autre représentation on est obligé de changer 
de corps L. Pour régler ce problème il faut se placer dans une situation 
on le niveau de toutes les représentations qui apparaissent est borné uni- 
formément, et c'est ce qu'on va faire dans la section 5 (suivante) au cours 
de la démonstration proprement dite. 

Dans les sous-sections 1, 2 et 3 nous nous intéressons seulement à GLn{F). 
C'est dans la section 4 qu'on démontre le seul résultat sur les formes intérieures 
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de GLn{F) dont nous avons besoin par la suite. 

4.1. Éléments proches. Soient F et L deux corps locaux non archimédiens 
m-proches. On reprend toutes les notations de la section 2, notamment Ag^. 
On note vp et vl les valuations sur F ci L respectivement. 

Si a G F*, 6 G L et < i < m on dit que a et 6 sont l-proches si 
(6 — \^j^{a)) G p(^+'" p _ On note alors a ~; b. On remarquera que b 
est alors non nul, car il a la même valuation que a. On considère que les 
éléments nuls de F et L sont Z-proches pour tout l. 

Soient a e F* et b e L*. Si a = tt^^^^^o' avec a' G 0> et 6 = ^^^^^^6' 
avec b' e O^, alors a b si et seulement si on a l'égalité vpia) = wl(5) et 
que l'image par de la classe de a' dans Op/Pp et la classe de b' dans 
Ol/Pl' sont égales modulo P|. 

PROPRIÉTÉS 

1) Pour tout .T G F, X et A™^(,x) sont m-proclies, 

2) Pour tout a G F et 6 G F qui sont Z-proches, pour tout i G Z, Tr^j^a et 
7r}^6 sont ^-proches, 

3) Si ai et 02 sont dans F et b\ et 62 sont dans F, si ai ~i 61 et 02 ~; 62, 
alors 0102 ~i &1&2; 

4) Soit A un ensemble fini et pour tout i € A, ai un élément de F et 6j 

un élément de L tel que '^ai ^ 0. On pose Z' = / + vf{J2 — niin{vFiai)). 

A A ^ 

Si m > I' et pour tout i € A, ^i' bi, alors on a : ^ èj. 

Les premières trois propriétés sont triviales. Pour démontrer la quatrième 
on écrit 

A?^l(E - E = ^FLiYl ^i) - H >^FL{ai) + XfM -Y.bi = 
A A A A A A 

A?Jl(E - E >^FL{ai) + Y. [X^M - bi) . 

A A A 

Or, pour tout i on a bi et donc 

XpLi^i) -biePp ^ 

d'où 

^(A??^(a.)-5.) GF^ ^ . 

A 

Reste à montrer que 

A A 
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En écrivant, pour tout i, ai = vr™"^"* ^^''"'^a^, G Op, on a 

A A 

et, pour tout i, 

\m ( \ _ rniriA VF (ai) .m ,l\ 

Il suffit donc de vérifier que Yli^'i~Yl ^l^L^^'ù ^ ^L- ^^-is comme les a- sont 

A A 

dans Oi? et les corps sont m-proches, alors par le fait que est induit par 

A^^ (sous-section ^Xï|) , XpLiY^a'i) -T.^flK) ^ ! comme m > le 

A A 

résultat est prouvé. 



Sur le F-espace vectoriel F" on considère la valuation î;irn((ai; 02; ■■■an)) = 
min VF{ai)^ On rappelle que, si F et L sont m-proches on étend l'isomorphisme 

l<i<n 

'^FL façon naturelle, composante par composante, en un isomorphisme 
de F" sur L". Si a = (ai; 02; ...a„) G F*^ et & = (&i; 62; e F'' et si 

< ^ < m on dit que a et 6 sont Z-proches si a et 6 sont nuls tous les deux ou 
si a est non nul et que pour tout i on a 6j — X^i{ai) € pi+'"F^{a) ^ g- ^ 
F-espace vectoriel de dimension finie n muni d'une base, et V un F-espace 
vectoriel de même dimension n muni d'une base, alors on peut identifier U 
à F" et y à F'^ et parler d'éléments /-proches de U et V ■ Cette extension 
de la définition des éléments proches s'applique en particulier aux espaces 
de matrices M„(F) et M„(F). 

4.2. Eléments proches et polynômes. Si F est un polynôme en n vari- 
ables commutatives Xu, X12, ■■■Xnn à coefficients dans Z, si M = {rriij) G 
Mn{F) (ou M„(F)), on pose P{M) = P{mij) G F (ou F). Énonçons quatre 
propositions qui nous seront utiles par la suite: 

Proposition 4.1. Si M, M' G M„(F) alors vm„(f){MM') > vm„{f){M) + 
vm„{F){M'). 

Proposition 4.2. Soit M G GLn{F). Pour tout k > on a : 

M + M„(F^-"""("^^''"^) C F-^MF:^ C m + M„(F^+''^^"("'^''^). 

Proposition 4.3. Si k > est fixé, si M Çi GLn{F), en posant 

m = k- vm„{f){M) - Vm„{f){M'^) 
on a : si FetL sont m-proches, alors CFl(^) ^ CpLiKpMK^p). 
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Proposition 4.4. Supposons que F est de caractéristique non nulle p. Soit 
P G Z[Xii,Xi2, ...Xnn]- Soient k > et M e Mn{F) fixés. 

a) On suppose que tous les coefficients de P se trouvent dans V ensemble 
{1, 2...J)— 1} et que P{M) ^ 0. On pose S = {s tel que s est un monôme de P} 
et 

m = k + vf{P{M)) - min vf{s{M)) - VM„iF){M) - VM„iF){M-^). 

Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N G C,^j^{K^MK^) on a 
P{M) P{N). 

h) On ne fait aucune supposition sur les coefficients de P, mais on suppose 
toujours que P{M) ^ 0. Ecrivons P = Q+pR où Q, R € Z[Xii, X12, ...Xnn] 
et tous les coefficients de Q se trouvent dans l'ensemble {l,2...p — 1}. Soit 
fj, le degré total de R, S = {s tel que s est un monôme de Q} et 

m = max{/c + VF{PiM)) - min î;f(s(M)) - vm„(f){M) - vm^(f){M-^)- 

k + vf{P{M)) + max{0; - ^lv m„(^f){M)]} . 

Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N £ Ç^iiK^MK^) on a 
P{M) P{N). 

c) Supposons que P{M) = 0. Alors il existe m tel que, si F et L sont 
m-proches, pour tout N G Çp^{KfMK'^) on ait vl{P{N)) > k. 



Démonstrations. 

PROPOSITION ^ : Pour tout 1 < i < n et tout 1 < j < n on a 

n 

VFiy^mikmL) > min VF{rnik) + min VF{mL) 

^ ■' l<k<n l<k<n ■' 
k=l 

d'oii le résultat. □ 
PROPOSITION U : S\A = M + Bo\xBe MniPp'"^'"^^^^^^''^) alors 



A = M{Id + M-^B) G MK'I, 

par la prop. |4.l| , d'oii la première inclusion. 

Si = {Id + B)M{Id + C) avec S, C G M„(P|;), alors 

A = M + BMC + BM + MC 
où BMC,BM et MC se trouvent dans M„(P^^'''''"<^'^*^^) par la propJU, 



d'oii la deuxième inclusion. □ 



PROPOSITION gj : Soit M = BAC, où B e GL„(Of), C G GL„(Oir) et 
A ^ Af- On a vu qu'alors 
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Pour montrer que C]?^(M) G Ç^^{K^MK'f) il suffit, par la propj4|, de 



montrer que 

CMBAC) - cMB)CfLmfL{C) e Mn{Pl) 

où 

u = k-VM^(L)mL{B)C?LmfL{C))-') = k-VM„iF){M-') = m+VM„iF){M). 

On a utilisé pour la deuxième égalité le fait que 

- CP^iB) G GL„iOL), 

- CfLiC) G GLn{OL) et 

- vl{Cfl{A-^)) = vf{A-~^) = v{C-^M-^B-^) = vf{M-^). Pour les 
mêmes raisons, V}^^(^p-^{M) = v^j^^^p-^{A) et si on écrit 

alors VMn{F){A) = «i- Donc la relation à montrer est 

CMBAC) - C^^{B)CMA)CPl{C) e M„(P™+'^^) ; 

ou encore : 

CFl(sV^^C') - cFi(s)CFL(vr/M)CFL(C) e M„(pr), 

qui est évidente, car i?, C, ■Kp"'^A € MniOp) et on peut appliquer le fait que 
l'application (^^^ est induite par la restriction de Çp^. □ 



PROPOSITION [4.4| : Le partage du premier résultat de ce théorème (hy- 
pothèse P{M) 7^ 0) en point a) et point b) vient du fait que, si F et L 
sont m-proches la somme à / termes 1 + 1 + ... + 1 dans les corps F et L 
respectivement donne des éléments m-proches pour l < p (voir la propriété 
4 page mais pas pour l = p. Le point c) traite du cas P{M) = où le 
résultat est de nature différente. 



a) Par la proposition gj, CFl(^) ^ CFl(^F^-^F)- Par la proposition 

El ^ - CFl(^) e MniPp""""^^''^-^^ et donc N et CFl(^) sont [m - 
Vm„{F){M~'^) - VM„(F){M)]-proches. Mais 

m - VM„iF)(.M-') - VM„iF){M) = k + vf{P{M)) - m\nvF{s{M)). 

Donc les coefficients de mêmes indices des deux matrices respectivement sont 
[k + vf(P(M)) — minî;ir(s(M))l-proches. Par la propriété 3, pour chaque 

ses, s{M) et s{N) sont [k + vf{P{M)) - minwF(s(M))]-proches. Les 

coefficients devant ces monômes se trouvent dans l'ensemble {\,2...p — 1}. 
Les éléments Ip et 1^ sont m-proches par la condition imposée dans la 
définition de l'application A^^. Alors, par la propriété 4, pour tout / G 
{l,2...p — 1}, les sommes à / termes 1 + 1 + . dans F et L respectivement 
sont m-proches. Ainsi P{M) et P{N) sont des sommes non nulles d'éléments 
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[k+ vf(P( M)) — min Vf (s(M))]-pr:och.es deux à deux. Donc, par la propriété 

4, P{M) et P{N) sont A;-proches. 

b) Par le point a) et le choix de m, Q{M) et Q{N) sont fc-proches. Re- 
marquons que la caractéristique de F étant p, Q{M) = P{M). Il suffit de 
montrer donc que Q{N) + pR{N) et Q{N) sont Â;-proches. Or, si L est un 
corps de caractéristique nulle m-proche de F, alors l'image de la somme à 
p termes 1 + 1 + ... + 1 dans Ol/Pi^ est la classe de 0, donc la valuation 
de l'élément 1 + 1 + ... + 1 {p fois 1) est supérieure à m. Par le choix de 

m dans l'hypothèse, pR{N) G et donc Q{N)+pR{N) et Q{N) 

sont /c-proches. 

c) Considérons le polynôme Q{X) = P{X) + 1. On a Q{M) 7^ et on 
peut appliquer le point b) à Q. Or, si Q{M) et Q{N) sont fc-proches, alors 
Q{N) - CMQ{M)) G Pl Mais 

Q{N) - CpLiQim = {P{N) + !)-! = P{N) 

d'où le résultat. □ 



4.3. Éléments proches et polynômes caractéristiques, cas de GL„. 

Soit F un corps local de caractéristique non nulle p. Soit Pm un polynôme 
unitaire de degré n à coefficients dans F et séparable (sans racine multiple), 
et M la matrice compagnon de Pm ■ Soit Z > 0. 

Proposition 4.5. Il existe deux entiers, m > l et s, qui ne dépendent que 
de Pm et de l, tels que, si L est un corps local de caractéristique nulle 
m-proche de F, on ait : si g est un élément de Gl (resp. de Gp) dont 
le polynôme caractéristique est s-proche de Pm, alors g est conjugué à un 
élément de Ç^^iK^pMK^p) (resp. de K^pMK^p). 

Démonstration. On pose 

s = l- vm„{f){M) - vm„{f){M'^) 

et 

m = s. 



Par la proposition ^ et le choix de m, CFl(^) ^ CFl(-^f^-^f) donc 

C'PdK'pMK'p) = KiCMM)Kl 
D'autre part, si KpMKp = KpAKp, A G Ap, alors 

et 

^M„(F)(^"^) = «M„(F)(^"^)- 

Comme on a C'P^{K\,MK'p) = K[Cf^{M)K[, on en déduit que 
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et que 
et 

Bref, 
et 



VKUL){C'FL{M))=VM„iL){CfLm 



VM^(F)iM-') = VM„(L){CMM)-'). 

On peut donc écrire : 

s = l- VAMDiCMM)) - VM^iDiCMM)-'). 

On remarque par ailleurs que C^^ÇM) est la matrice compagnon de Çfi{Pm)- 
Donc, si P est un polynôme s-proche de Pm-, alors P est un polynôme s- 
proctie du polynôme caractéristique P^m f^j^^ de C'Pj^{M) aussi. Donc la ma- 
trice compagnon Comp{P) de P sera s-proche de Cp'^iM). Par conséquent 

Comp{P) - C^l{M) g MniPl'^"^'-'"'^^^^^''^^'^^) = M„(P^~'^'^"'^^^^^"^^*'^"^ 
Par la proposition on a alors 

CompiP) G KiCfL{M)Ki = CMK'pMK^p). 

On conclut par le fait que si 5 G GLn{F) a le même polynôme caractéristique 
P que Comp{P), alors g et Comp(P) sont conjugués (car P est sans racine 
multiple) . □ 

Proposition 4.6. Soitir une représentation de carré intégrahle de Gp- Soit 
M un élément elliptique régulier de Gp- Soit Pm le polynôme caractéristique 
de M. Il existe alors m et s qui ne dépendent que de vr et de Pm tels que, 
si L est un corps local de caractéristique nulle m-proche de F, on ait : pour 
tout élément g de Gl dont le polynôme caractéristique est s-proche de Pm, 
on a 

Démonstration. On peut supposer que M est la matrice compagnon de 
Pm, puisque les caractères sont constants sur une classe de conjugaison. 
Dans [Ba2] nous montrons à la page 65, au cours de la démonstration du 
th. 4. 3, qu'il existe l tel que Xvr soit constant sur K^pMK^p et m tel que, si L 
est un corps m-proche de F, alors Xc_^^{tt) soit constant sur ÇPp{K^pMK^p), 
et ces deux constantes sont égales. Les entiers Z et m ne dépendent que 
de M et de vr. (Ce relèvement local des caractères ne se fait que pour des 
représentations de carré intégrable et pour un M elliptique régulier, car il 
passe par un relèvement local de l'intégrale orbitale d'un pseudocoefïicient.) 



Nous appliquons ensuite la prop.4.5 pour ce l et, quitte à augmenter m, nous 



JACQUET-LANGLANDS EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE 



43 



avons le résultat. Les entiers m et s obtenus ne dépendent que de Z, M et 
vr, mais / ne dépend à son tour que de M et vr, et M ne dépend que de Pm, 
étant sa matrice compagnon. □ 

4.4. Éléments proches et polynômes caractéristiques, cas des formes 
intérieures de GL„. Dans cette sous-section on démontre un résultat sur 
les formes intérieures de GLn{F) (la proposition 4.10). Soit Dp une algèbre 



à division centrale de dimension sur F. Soit E une extension non ram- 
ifiée de dimension d sur F incluse dans Dp. On supppose qu'on a fixé une 
uniformisante irp de F (et de E aussi), ainsi qu'une uniformisante -Kpi^ de 
Dp et un générateur ap de Gal{E/F) qui correspondent à Dp comme dans 
la sous-section Soit r un entier strictement positif et G'p = GLj.{Dp). 
On pose n = rd. Chaque fois qu'on se donne L un corps local m-proche 
de F, on considère que le triplet correspondant est choisi de façon à ce que 
l'uniformisante de F qui y apparaît soit T:p. On reprend alors toutes les 
notations de la section précédente pour Dl et tous les objets qui leur 
sont associés, avec une seule exception : la dimension de Dp sur F est notée 
ici d alors que dans la section précédente elle était notée n. On rappelle que 
la base de voisinages {K^p}iç^ de l'identité avec laquelle on a travaillé sur 
G'p est associée à la base de voisinages {P'^^}iç^ de et non pas à la base 
de voisinages {P|)^};eN- 

Proposition 4.7. Si M, M' G Mr{Dp) alors VMr{DF)iMM') > VMr{DF)iM)+ 

VMr{Dp){M'). 



Proposition 4.8. Soit M G GLj.{Dp). Pour tout k > on a : 

M + MApZ'^''^'''''^''''^^) C K'pMK'p C M + M^P^''^''^'''''^''^^)- 

Proposition 4.9. Si k > est fixé, si M € GLr{Dp), en posant m = 
k — VMr.{Dp){^I) ~ VMr{DF){M^^) on a : si F et L sont m-proches, alors 

CB,D,m^CB,DSK^FMK^p). 



Démonstrations. Les démonstrations des propositions 4.1 et 4.2 s'appliquent 



aux propositions 4.7 et 4.8 sans changement. Pour la proposition 4.9 il y a 
un petit problème car l'uniformisante de -Di? ne commute pas avec tous les 
éléments de Dp donc il faut vérifier que C^^^^ (SAC)-C^^o^ (^)C^^D^ (^)C 



M„(p;(™-"^)) 

démonstration de la proposition [4.3| et on écrit : 



m 

DfDl 



est toujours vrai. On multiplie par T^p,^ comme dans la 
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car nous avons défini CdpDl sorte qu'elle commute à la multiplication 
par les uniformisantes (propriété 2). 
Maintenant 

On a aussi 

aDj4^(i?))=<(aD,(5)) 

par la relation |2.13| , page ^ Il faut donc montrer que 

CD,D,K^(i?)(V;^)^^)-aD,K^(i?))aD,«^^)aD,(C') G Mr{Php 

On conclut comme dans la démonstration de la proposition [4. 3| car a'^ (B), t^^^ 
et C sont dans Mr{ODp)- 

Proposition 4.10. Soient M' G G'p et A; G N. Il existe un entier m tel 
que, si F et L sont ni-proches, alors pour tout g' G Ç^pDi^i^Dp^' ^Dp) 
polynômes caractéristiques de M' et g' sont k-proches. 

Démonstration. On rappelle la proposition de la page 295, [Pi] : 

Soit A une algèbre centrale simple sur F de dimension n^. Soit E une 
extension de dimension n de -F. Alors, si on a un morphisme d'algèbres 
unitaires ^ : A ^ Mn{E), pour tout élément g de A, le polynôme car- 
actéristique de ^'(5) (qui a priori a des coefficients dans E) a tous ses coef- 
ficients dans F et c'est le polynôme caractéristique de g. 

Dans notre cas, A = Mr^Dp). Elle agit sur Dp. En écrivant Dp = 
^ T^^£)pE on a un isomorphisme D^p ~ i?" et par conséquent une ac- 

tion de Mr{Dp) sur E^. On a obtenu donc un morphisme d'algèbres 
^' : Mr{Dp) Mn{E). Le polynôme caractéristique de M' est alors égal au 
polynôme caractéristique de ^{M'). On va calculer ce dernier en fonction 
des coefficients de M'. Supposons que M' s'écrit M' = ("i-j)i<ij<r et que 
^'(M') s'écrit {Tist)i<s,t<n- Supposons maintenant que pour tout i et j, m'^j 
s'écrit sur la base 1, vr/j^, 7r|)^...7r^~^ de Dp sur E : 

0<k<d-l 

Pour tout < / < d — 1, pour tout tel e^j posons e^j = cr^(efj ). On peut 
fabriquer une matrice U{M') = {uyw)i<v,w<n a n lignes et n colonnes et à 
coefficients dans E en posant pour tout 1 < v,w < n : Uy^ = e^j 011 k 
et l sont définis comme suit : / est le quotient de la division euclidienne 
de V par r, i — 1 est le reste de la division euclidienne de v par r, k est 
le quotient de la division euclidienne de w par r et j — 1 est le reste de la 
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division euclidienne de w par r. 

Notation : Si P est un polynôme dans Z[Xii, X12, ■■■Xnn][t], si A = 
{^ij)i<i,j<n est une matrice dans Mn{F), six G F, l'élément P(aii; 012; Unn', x) 
de F sera noté abrégé P{A;x). 

Lemme 4.11. Pour tout 1 < s,t < n il existe un polynôme indépendant 
de M', Pst € Z[Xii, X12, dont le degré total en les variables 

-'^ii,-'^i2, ■■■Xnn est 1, tel qu'on ait Ust = PstiU{M');T:p). 

Démonstration. Il suffit de vérifier cette propriété pour des matrices du 
type Mf^-^ = im[j)i<ij<r où = ôi^iôjoj'^Dpe où io, jo sont des entiers 
entre 1 et r, est un entier entre 1 et d, et e € E, car l'ensemble formé 
par ces matrices engendre Mr[Dp) sur Z et les polynômes considérés sont 
de degré 1 en les premières variables. Soit di,d2---dr la base canonique 
de D^p. L'élément Mf^-^ agit sur Dp en envoyant di sur pour tout i ^ i^ 

et en envoyant di^ sur Tï^^edjQ. Si on se représente la matrice ^{Mf^-^) par 
blocs de taille d x d, alors tous ces blocs sont nuls à l'exception de celui qui 
se trouve dans la position iojo, et ce dernier est égal k X = {xij)i<ij<d où 
les Xij sont donnés par : 

- si 1 < i < k, alors Xij = ôij-d+kT^F(^^~'^~^-'~^{e) 

-sik + l<i<n, alors Xij = (5jj+fcCJ-'^^(e). 
Le lemme est vérifié. □ 

Lemme 4.12. // existe des polynômes Pq, Pi...Pn-i G Z[Xii,Xi2, 

tels que pour toute matrice M' dans MriDp), le coefficient de X^ , 1 < i < 

n — 1, dans le polynôme caractéristique de M' soit égal à Pi{lÂ{M')]'Kp). 



Démonstration. C'est évident par le lemme 4.11 plus haut 



Lemme 4.13. Les points a), b) et c) de la proposition [^.^ sont vérifiés si on 
remplace Z[Xii,Xi2, ...X„„] par Z[Xu,Xi2, ...Xnn][t], P{M) par P{M]'Kf) 
et P{N) par P{N;ttl)- 

Démonstration. La démonstration marche identiquement en tenant compte 
que, si F et L sont m-proches, alors ttf et ttl sont m-proches. Une autre 
façon de démontrer ce lemme est de le voir comme un cas particulier de la 
proposition 4.4 : on applique la proposition 4.4 à (n + 1)^ variables. □ 



Démontrons maintenant la proposition 4.10| . On remarque que, si M et 
M' sont dans MriDp), et si M - M' e Mr{Pf^^), alors pour tout si 

on écrit mij = ^ ''^Dp^ij ^ij ~ '^Dp^'ij^ ^ pour tout k : 

0<k<d-l ^ 0<k<d~l ^ 

^ ^E- conséquent, pour tout entier ki fixé, il existe un entier /c2 
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tel que, si F et L sont /c2-proches, pour tout M G C^^jj^{K'^^M'K'^^) on 

ait : U{M) G Cex(^£ ) (on a utilisé les propositions ^ gj, 

[4.9| et le fait que si e,e' £ E sont fc-proches alors, pour tout cr € Gal{E/ F), 
a{e) et o"(e') sont fc-proches). 

Soit maintenant M' comme dans l'hypothèse de la proposition 4.1C . On 
pose N = min (E){Pi{^{^^'))) l^i a un sens parce qu'au moins 

0<î<n— 1 " 

Po{{U{M'))) est non nul (car égal à det{M')). L'entier N n'est autre 
que la valuation du polynôme caractéristique de M" vu comme élément 
de -F". En appliquant la proposition 4 b) à la matrice U{M') £ Mn{E) 
on trouve qu'il existe un Uq tel que, si L est /cQ-proche de F, pour toute 
matrice M" G CEKi^EK^i^')^EK)^ Po^r tout i entre et n - 1 tel que 
Pi{U{M')) 7^ 0, Pi{U{M')) et Pi{M") soient A;-proches. En appliquant le 
lemme [4.13| c) aux polynômes Pi qui vérifient Pi{U{M')) = on trouve 
qu'il existe un fcg tel que, si L est /cg-proche de F, pour toute matrice 

M" G CEV(Kjo^ZY(M')ii:^V) on a î;M„(i^)(^'i(M")) > A; + iV. En posant 
kl = max{A;o;A;Q} l'entier m = k2 (voir quelques lignes plus haut pour ^2) 
vérifie les propriétés requises par la proposition 4.10| . 



jacquet-langlands en caractéristique non nulle 
5. Preuve de la correspondance 
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Soient F un corps local non archimédien et D une algèbre à division 
centrale sur F et de dimension cP. On pose n = rd, G = GLn{F) et 
G' = GLr{D). Si Of (resp.Oi)) est l'anneau des entiers de F (resp.D), 
on fixe des mesures de Haar sur G et G' telles que le volume de GLn^Op) 
(resp.GLr(OD)) soit égal à 1. Rappelons qu'un élément 5 de G ou G' est dit 
semisimple régulier (resp. elliptique régulier) si le polynôme caractéristique 
de g est séparable (resp. irréductible séparable) et que, si g est un élément 
de G et g' un élément de G' on dit que g correspond à g' et on écrit g ^ g' si 
g et g' sont semisimples réguliers et ont le même polynôme caractéristique. 
Si TT est une représentation lisse de longueur finie de G ou G', alors on note 
Xtt le caractère de tt vu comme fonction localement constante sur l'ensemble 
des éléments semisimples réguliers du groupe en question. 

On note E'^{G) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations es- 
sentiellement de carré intégrable de GLn{F) et É^{G') l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations essentiellement de carré intégrable de G' . 
On fixe une fois pour toutes un caractère additif non trivial il^p F, trivial 
sur l'anneau des entiers de F. Tous les facteurs e' des représentations de 
G ou G' seront calculés à partir de V'F- Nous voulons montrer le théorème 
suivant, dit correspondance de Jacquet-Langlands. 

Théorème 5.1. Il existe une unique application : 

C : E'^(G) E^{G') 
telle que pour tout 7re E'^{G) on ait 

(5.1) X.(5) = (-ir-''Xcw(9') 

pour tous g ^ g' ■ 

L'application C est bijective. Les représentations n et C(7r) ont le même 
facteur e' . 

Nous voudrions montrer ce théorème en partant du fait qu'il a déjà été 
montré en caractéristique nulle (dans [DKV]) et en utilisant la construc- 
tion de situations proches de la section 2. L'idéal serait de prouver que 
pour les deux groupes G et G' on pcTit relever localement les caractères 
des représentations au voisinage des éléments réguliers. En pratique cela 
est difficile à envisager, et tout ce dont on dispose est un relèvement local 
des caractères seulement pour G et seulement au voisinage des éléments el- 
liptiques, et seulement pour les représentations de carré intégrable (cette 
denière condition n'est pas vraiment une contrainte dans le cadre présent). 
Ce résultat, qui est une conséquence immédiate des résultats dans [Ba2], 
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permet néanmoins de prouver le théorème plus faible ci-dessous, par com- 
paraison avec la caractéristique nulle et à l'aide des résultats prouvés dans 
la section 4 : 

Théorème 5.2. Correspondance faible. 
// existe une bijection : 

telle que pour tout ir £ E'^{G) on ait 

x.(<?) = (-ir-'-xcw(5') 

pour tout g ^ g' elliptiques réguliers. 

Attirons l'attention sur le fait que cette variante faible n'est pas satis- 
faisante parce qu'elle ne permet pas d'étendre la correspondance de Jacquet- 
Langlands aux représentations qui ne sont pas essentiellement de carré 
intégrable (voir pour l'instant [Bal], ch. 4). Nous ne pouvions donc pas 
nous arrêter là. Pour montrer le th. |5.1| (v ariante forte) en caractéristique 
non nulle, nous remarquons que le th. |5.2| permet de montrer les relations 
d'orthogonalité des caractères des représentations de carré intégrable sur 
G' (voir l'annexe), par transfert, une fois qu'on a ce résultat sur G. Nous 
énonçons donc un troisième théorème : 

Théorème 5.3. Les relations d'orthogonalité des caractères sont valables 
sur G et G'. 



On sait pour l'instant qu'il est vrai si la caractéristique du corps de base est 
nulle ([Cl]) et qu'il est vrai pour G si la caractéristique du corps de base est 
non nulle ([Ba2]). Nous suivons ensuite le schéma suivant : 

On montre que, sur un corps de base fixé (toute caractéristique), 
implique le th. 



1) le th. 5^ 

2) le th. 5.1 



3) le th.^ 



implique le th, 
implique le th, 



5_1 

5.2 



5.3 



La preuve de 1) est une récriture de [DKV] telle qu'il soit clair que la 
caractéristique n'intervient pas, en particulier en supprimant toute référence 
aux résultats de l'appendice 1 dans [DKV], indisponibles en caractéristique 
non nulle. Le 2) est trivial. Comme le th j5.3| est prouvé pour G en toute 
caracéristique, le 3) est immédiat par transfert sur G' . La partie originale 
de la démonstration est la preuve (qui utilise la théorie des corps proches 
développée aux sections 2 et 4, ainsi que les résultats de la section 3), de 
l'implication 

4) si le th.SJ. est vrai sur tout corps de caractéristique nulle, alors le th,5.2 
est vrai sur tout corps de caractéristique non nulle. 

C'est pour pouvoir démontrer cette implication qu'on a du intégrer la 
relation sur les facteurs e' à l'énoncé du th.B.ll. 
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Dans cette situation, comme le th. 5.3 est connu en caractéristique nulle, 
1), 2), 3) et 4) impliquent que les trois théorèmes sont vrais en toute car- 
actéristique. 

Montrons que le th. 5. 5 implique le th. 5.1. 

Démonstration. On fixe D et on raisonne par récurrence sur r. L'hypothèse 
de récurrence est : 



(Hfc) Le théorème 5.1 est vrai pour G = GL^kiF) et G' = GLk{D). 



Le premier pas (A; = 1), connu en caractéristique nulle ([Ro]) a été traité 
dans [Ba2] pour le cas de la caractéristique non nulle. Nous supposons que 
le théorème plus haut est vérifié pour tout entier k de 1 à r — 1. On pose 
G = GLdr{F) et G' = GLr{D), pour vérifier l'hypothèse H^. 



Soit ttq une représentation de carré intégrable de G de caractère central 
(unitaire) lo. Considérons un corps global F et une algèbre à division ID sur 
F tels que : 

- il existe une place vq de F telle que F^^ ~ F et ~ Mr{D) ; 

- aux places infinies © est scindée ; 

- à toute place v différente de vq où B est ramifiée, B^, est isomorphe à 
une algèbre à division sur F„. 

Soient vo,vi...Vm les places de F oii B est ramifiée. On fixe une fois pour 
toutes un isomorphisme Oyg ~ Mr{D) et des isomorphismes B„ ~ M„(Ft,) 
pour toutes les places t; oii B est scindée. Pour toute place t; de F on note 
GL„(F^) par Gy et B^ par G'^. 

On note indistinctement Zy = ^g'l^(f„) — Zo*. Les adèles des groupes 
GLn et B* sur F seront notées GL„(A(F)) et B*(A(F)). 

Soit Vm+i une place finie de F où B n'est pas scindée. On pose S = 
{vQ...Vm+i}- Pour tout V & S nous définissons tOy et 7r„ de la façon suivante : 

- iOyg = LO, TTyg = TTq ; 

- ujy^ = 1 pour tout i G {1, 2. ..m + 1} ; 

- TTy^ G E'^{GLn{VyJ;u)y.) la représentation de Steinberg de GL„(F^.) 
pour tout i G {1,2. ..m} ; 

- TTm+i une représentation cuspidale de caractère central trivial de GL„(F„^_|_ J. 
Notons TT une représentation automorphe cuspidale qui vérifie tt^ ~ Hy 

pour tout V G S et ûj son caractère central. L'existence d'un tel vf n'est 
pas évident. Dans un appendice de [He], Henniart montre ce résultat pour 
un groupe réductif quelconque, mais à condition que les vr^ soient cuspidales 
pour tout V (z S. Dans le cas particulier du groupe linéaire, sa démonstration 
marche avec représentations de carré intégrable à la place de représentations 
cuspidales. En effet, il suffit de : 

- rajouter à une autre place une composante cuspidale. 
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- remplacer tout au long de la preuve coefficient par pseudocoefficient ; 
pour montrer que le psudocoefïicients jouent ici exactement le même rôle 
que les coefficients dans la démonstration de Henniart, il faut utiliser les 
deux arguments suivants : 

- un pseudocoefficient d'une représentation de carré intégrable r est une 
fonction sur laquelle la trace de toTitc représentation générique non équivalente 
à r s'annule (car ou bien de carré intégrable, ou bien non elliptique), 

- toute composante locale d'une représentation automorphe cuspidale de 
GLn est générique ([Sh],pp.l90). 

Si uj^ est un caractère de Zy, on note H(Gv',i^v) l'espace des fonctions 
/ sur Gy localement constantes à support compact modulo Zy telles que 
f{zg) = u>~^{z)f{g) pour tout g e G^, et tout z G Z^. Pareil pour G[,. Pour 
toute place v on pose Ky = GLn{Ov) et K'^ = GLr{ODv)- Si / G H{Gy;uj.f.) 
et /' G H{G'y]ijJv) sont à support dans l'ensemble des éléments semisimples 
réguliers, on dit que / et /' se correspondent si leurs intégrales orbitales sont 
égales sur des éléments qui se correspondent (V ^ g' , ^{f;g) = ^[f';g')) 
et l'intégrale orbitale de / est nulle sur tout élément g qui ne correspond à 
aucun g' € G'. Ici le choix de mesures pour ces intégrales orbitales se fait de 
la façon suivante : sur G y = GLn{¥y) la mesure est telle que vol{Ky) = 1, 
sur G'y = GLj.(Jiy) la mesure est telle que vol{Ky) = 1, sur Zy on fixe une 
mesure dz arbitraire, sur tout tore elliptique maximal T de Gy ou G'y on fixe 
la mesure dt telle que pour la mesure quotient dt/dz on ait vol(T/Zy) = 1, 
sur tous les tores maximaux de G^ on fixe des mesures arbitraires avec 
la seule condition que si deux tores sont conjugués les mesures choisies se 
correspondent via cet isomorphisme (c'est indépendant de la conjugaison 
envisagée), et sur les tores maximaux de Gy on fixe des mesures provenant 
des tores maximaux de Gy comme dans l'Annexe. Remarquons que les 
fonctions qui apparaîtront sont à support dans les éléments semisimples 
réguliers, et ne "voyent"' pas les autres points. En particulier, bien que l'on 
n'ait pas posé de condition sur la caractéristique du corps de base, pour 
toute fonction /' G H{G'y\LOy), il existe une fonction / G H{Gy;ujy) qui lui 
correspond et réciproquement, par le théorème de submersion de Harish- 
Chandra ([H-C]). 

Soit ùj un caractère unitaire de F*. On pose ôjy = ujy et on définit 
H{GLn{¥)\ùb)) comme l'ensemble des fonctions / : GL„(A(F)) C in- 
variantes à gauche par GL„(F), qui sont produit sur l'ensemble des places 
V de fonctions locales fy G H{Gy;Uv) telles que, pour presque tout v, le 
support de fy est inclus dans ZyKy et fy{k) = 1 pour tout k G Ky. On 
définit de façon analogue H{W {¥);Cj)). 

Soient / G iî(GL„(F); à))) et /' G H{B*;Cô). On dit que / et /' se 
correspondent et on écrit /<->■/' si pour tout i G {0, 1, 2. ..m} on a fy^ <r^ fy. 
et pour toute place oii B est scindée on a = fy (via les isomorphismes 
à ces places fixés au début). 
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On note po (resp. p^) les représentations de GL„(A(F)) (resp. ID)*(A(F))) 
dans l'espace des formes automorphes cuspidales de caractère central û). 

Proposition 5.4. Si f e H{GLn{V);ûj) et f' e H{W;ùj) sont telles que 
f ^ f, et si fvm+i un coefficient d'une représentation cuspidale de 
Gv^+i, alors on a : 

trpo{f)=trp'oif'). 



Proposition 5.5. On pose 

V = {vo,Vi...Vm} 

Posons Gv = liv&vGv, G'y = liy^yG'^ et ujy = liy^v^v Notons ny la 
représentation de Gy induite par vf par restriction aux places dans V . Si 
fv e IViLoH{Gyr,uj^.) et fy G 'nALoH{G'^r,uJvi), on écrit fv ^ fy si pour 
tout i S {1,2. ..m} fy. et f^, sont à support dans les éléments elliptiques 
réguliers et pour tout i G {0, 1, 2. ..m} on a fy. f^.. On a alors : 

trTTy{fy) = ^ m{T:')trTT'y{fy) 

n'eu' 

où U' est l'ensemble des représentations automorphes cuspidales tt' de B* 
telles que pour tout v ^ V on ait 7r(, = TTy, m(7r') est la multiplicité de vr' 
dans p'q et l'indice V veut dire "restriction aux places dans V". 



Proposition 5.6. L'ensemble U' est fini. 



Proposition 5.7. Posons V = {vo,vi...Vm} comme plus haut. Il existe 
alors un nombre fini k d'entiers strictement positifs aj , 1 < j < k, et des 
représentations irréductibles TTyj de G'y tel que, pour tout fy G YViLo H{Gy^;ujy^) 
et pour tout fy G 111^0-^(^1',''^''^) ^^//es que f^ ^ fy pour tout v £ V, on 
ait : 



trTTyify) = ^ajtrTryj{fy) 
i=i 

La propj5.4| est une application classique de la formule des traces, qui re- 
monte à [JL]. Le résultat tel qu'énoncé ici est une conséquence de la formule 



des traces simple, valable en toute caractéristique. Pour la preuve de |5^ 
voir par exemple [Fia] - c'est indépendant de la caractéristique du corps de 
base. La prop.|5.6| est prouvée dans [Ba3] en caractéristique nulle et dans la 



section 3, th.p^ du présent article, en caractéristique non nulle. La prop,5.7 



découle immédiatement de 5.5 et 5. t. 
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Proposition 5.8. // existe un nombre fini k' d'entiers strictement positifs 
o.p, ^ ^ p 1^ k' , et de représentations irréductibles tï^ de G' tels qu'on ait : 

k' 

(5.2) x.,{g) = {-iT-'Y.'^p^-'^a') V5 ^ g'. 

p=l 

Démonstration. Si g'y est un élément de G'y et gy est un élément de 
Gv qui lui correspond composante par composante (en particulier les com- 
posantes de g'y sont des éléments semisimples réguliers des G'^J, alors on 



écrit gv ^ g'v Comme dans l'égalité de la prop.5/7 il apparaît un nom- 
bre fini de représentations, et que les caractères de ces représentations sont 
constantes au voisinage de g'y et de gv respectivement, en choisissant des 
fonctions à petit support au voisinage de ces éléments (on peut les choisir 
telles qu'elles se correspondent, par le principe de submersion de Harish- 
Chandra) on peut passer à une égalité des caractères fonctions. En mettant 
alors tout du côté gauche de l'égalité on obtient 

k 

Xiviav) - X] «iX^^Xfy) = ^9V ^ g'v 

Les composantes locales de vry aux places vi,V2---Vm sont des représentations 
de Steinberg. Le caractère de la représentation de Steinberg de G^. corre- 
spond par la correspondance avec une algèbre à division au caractère de la 
représentation triviale de G'^.. On utilise alors l'indépendance linéaire des 
caractères sur l'ensemble des éléments réguliers de II^j^D*^ qui est compact 
modulo le centre. La nullité du coefficient du caractère de la représentation 
triviale de ce groupe donne la relation voulue sur les caractères fonction à 
la place vq. Le (—1)""'' vient après un simple calcul de la loi de réciprocité 
et du fait que le caractère de la représentation de Steinberg de GL„(F^.) 
(pour î de 1 à m) est égal à (— 1)*^"^ sur l'ensemble des éléments elliptiques 
réguliers. □ 



Proposition 5.9. Les représentations vr' qui apparaissent dans l'égalité de 



la proposition 5.8 sont de carré intégrable. 



Avant de prouver cette proposition, ouvrons une parenthèse ori nous mon- 
trons deux propositions, A et B. La prop.B s'applique d'une part pour 



prouver la proposition |5^ plus haut et d'autre part dans l'étude de la com- 
patibilité de la correspondance de Jacquet-Langlands avec les foncteurs de 
Jacquet. L'idée de la démonstration de la prop.B et les arguments sont de 
[DKV], B.2.e. Nous évitons ici l'utilisation du transfert des intégrales or- 
bitales posé par récurrence dans [DKV], et qui est délicat en caractéristique 
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non nulle. La prop.A n'est qu'un résultat intermédiaire, plus faible que la 
prop.B, et qui ne sert qu'à démontrer cette dernière. 

Soient VTi, i G {l,2...k} des représentations lisses irréductibles de G et 
TTj, j G {l,2...k'} des représentations lisses irréductibles de G', et supposons 
qu'on ait la relation : 

k k' 

(Eg) £aa.J(5) = VomtontgeG^g' eG' 

1=1 j=i 

où les Qi et les a'j sont des nombres complexes. Sur G (resp. G') on fixe la 

paire parabolique minimale standard {A;P) (resp. {A';P')) où A (rcsp. A') 
est le tore diagonal et P (resp. P') est le groupe des matrices triangulaires 
supérieures inversibles. Donc, si L est un sous-groupe de Levi standard 
de G, L est le groupe des matrices inversibles diagonales par blocs d'une 
taille donnée. Il correspond de façon biunivoque à une suite finie d'entiers 
strictement positifs (ni; n2; ...np) où 

n = ni + 71,2 + ... + rip 

et les Ui représentent les tailles des dits blocs dans l'ordre, en lisant du 
haut à gauche vers le bas à droite. Pareillement, à un sous-groupe de Levi 
standard L' de G' correspond de façon biunivoque une suite finie d'entiers 
strictement positifs (n'^; n2; ...np où 

r = n'i -I- n2 + ... + n'p. 

On dit alors que L se transfère si, pour tout i € {1, 2, ...p}, d divise n^. Soit L' 
le sous-groupe de Levi standard de G' qui correspond à la suite (n'j^; n2; ■■■n'p) 
telle que, pour tout i G {1, 2, ...p}, n[ = rii/d. On dit alors que L' correspond 
à L ou que L correspond à L' ou que L et L' se correspondent. Si P est un 
sous-groupe parabolique standard de G et P = LU est une décomposition 
de Levi standard de P, on dit que P se transfère si L se transfère. Alors, 
si L' est le sous-groupe de Levi standard de G' qui correspond à L, et P' 
le sous-groupe parabolique standard de G' qui a pour sous-groupe de Levi 
standard L', on dit que P et P' se correspondent. Si L et V sont deux sous- 
groupes de Levi standard de G et G' respectivement, on utilise la notation 
L ^ L' pour dire que L et L' se correspondent. On adopte la même notation 
pour des sous-groupes paraboliques standard qui se correspondent. 

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre standard de G qui se 
transfère et soit P' = L'U' le sous-groupe parabolique standard de G' qui 
lui correspond. On se demande si on a alors la relation : 

k k' 

(Ep) (^ a^XresO^.m = {-If-'-ÇZ ^'jXresO'y.m POUT tOUt l e L ^ l' e L' 

i=l j=l ' 

{resp est la restriction parabloique, ou "foncteur de Jacquet"). La réponse 
est oui, sous certaines conditions (voir prop.B), et non en général. 
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Soient Zj^ et Zj^t les centres de L et de L' respectivement. On note X(Zi) 
l'ensemble des caractères lisses (pas forcément unitaires) de et pareil 
pour Zi^i. Il y a un isomorphisme naturel entre et Z^/ et on identifiera 
tacitement par la suite, via cet isomorphisme, et Zj^i ainsi que X{Zi) 
et X[Zj^i^. Soit Ap l'ensemble des a; € X[Zi) tels que a; soit un exposant 
central de l'un des 7r.j relatif à P (c'cst-à-dirc que uj est le caractère central 
d'un des sous-quotients iréductibles de la restriction parabolique de -Ki a P). 
Soit A'p, l'ensemble des uj G X{Zl') = X{Zl) tels que u soit un exposant 
central de l'un des tTj relatif à P'. 

PROPOSITION A. Si (Eq) est vérifiée et si les conditions (1), (2) et 
(3) plus bas sont satisfaites : 

(1) tous les (li sont des nombres réels non nuls de même signe et tous les 
a'j sont des nombres réels non nuls de même signe, 

(2) pour tout i G {1,2... A;}, ou bien res^iïi est nulle, ou bien tout sous- 
quotient irréductible de reSpTTj est une représentation essentiellement de 
carré intégrable, 

(3) pour tout j € {l,2...k'^, ou bien res^iir'- est nulle, ou bien tout sous- 
quotient irréductible de reSp,-Kj est une représentation essentiellement de 
carré intégrable, 

alors on a : 
i)Ap=A'p, 
iij(Ep) est vérifiée. 

Démonstration, (i) Tout d'abord on a que pour tout n' le caractère d'une 
représentation essentiellement de carré intégrable de GL^'^F) est constant, 
réel, non nul et de signe (—1)" ~^ sur les éléments elliptiques réguliers d'un 
voisinage de l'unité dans GLn'{F). Cela est une conséquence immédiate 
de la correspondance entre GLn et une algèbre à division ([Ro] et [Ba2]), 
pour ne pas citer d'autres résultats plus généraux sur les germes, mais qui 
ne sont écrits qu'en caractéristique nulle. Mais alors on a, par l'hypothèse 
de récurrence H^/, que, pour tout r' < r, le caractère d'une représentation 
essentiellement de carré intégrable de GLr'{D) est constant, réel, non nul 
et de signe (—1)'^ ~^ sur les éléments elliptiques réguliers d'un voisinage de 
l'unité dans GL^i^D). Cela s'applique en particulier h L et L' qui sont des 
produits de tels groupes. Faisons la remarque que c'est le seul endroit où 
nous avons besoin de l'hypothèse de récurrence. Il existe donc un voisinage 
V de l'unité dans L tel que le caractère de tout sous-quotient irréductible 
de res'pTTi soit constant réel de signe (— 1)"""^ sur l'ensemble Vg des éléments 
elliptiques réguliers de V pour tout i E {1, 2...k} et il existe un voisinage de 
l'unité V' dans L' tel que le caractère de tout sous-quotient irréductible de 
res'fiTTj soit constant réel de signe (—1)^"^ sur l'ensemble V'e des éléments 
elliptiques réguliers de V pour tout j G {l,2...k'}. 
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Soit g' G tel qu'il existe g Çl V avec la propriété g ^ g' ■ On a 
évidemment g ÇlVc- Si L correspond à la partition ordonnée (ni;n2; ...Up) 
de n, alors g se représente par un ^uple (51; 52; •■•5p), oii gi G GLn^{F). 
Posons 

clo) = mt 7- — ; — . 

i<i<p-i \det{gi+i)\F 

Soit maintenant z & Zl = Z^i. On représente z par unp-uple {zi; Z2\ ■■■Zp), 
où Zi e F*. On pose 

T\Tf \ 

iy{z) = sup 1 j— . 

Alors, si N{z) < c{g)~^, on a c{zg) < 1 et, par le th.5.2 de [Cal], pour toute 
représentation admissible vr de G (ou G') 

Xres$^i^9) = Xn{zg) (oU Xres%n(^9') = Xir{zg')). 

Écrivons maintenant dans le groupe de Grothcndieck des représentations 
lisses de longueur finie de G et respectivement G' : 

et 



res%TT'j = ^ a^TT^*, a[ > 0, 



t=i 

où. les 7r| et les n'j sont des représentations irréductibles. 

On a alors, en passant aux caractères, et en utilisant la relation (Eq) pour 
g et z comme plus haut : 



k ki k' ^' 

i=l s=l j=l t=l ^ 

Si Luf sont les caractères centraux des vrf et w*- sont les caractères centraux 
des -Kj, alors on a l'égalité : 



k k, k' K 



i=l s=l j=l t=l 

On obtient, en regroupant, une relation : 



(5.3) E ^(^^(-2) = E 

011, chose très importante, les n^^ et les n^' sont tous non nuls comme 
somme de nombres réels non nuls et de même signe (par exemple, nu, = 
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Y^O'i'^sXniig), OÙ la somme porte sur les couples {i,s) tels que ujf = uj). 
Or, cette relation est vraie pour tout z tel que N(z) < c{g)^^. Pour avoir 
Ap = A'pi le lemme suivant suffit : 



Lemme 5.10. SiLVi^LV2---u)v sont des caractères distincts deZi etai,a2---ay 

sont des nombres complexes tels qu'on ait : 

\fz G Zl tel que N{z) < c, T,^^iaiUJi{z) = 0, 
alors on a ai = pour tout i. 



Démonstration du lemme |5.1Cl| . Raisonnons par l'absurde et supposons 
V minimal tel que 



(5.4) J]aiu;i(z) = 

i=l 

pour tout z Çi Zl tel que N{z) < c et il existe au moins un ai non nul. 

Evidemment w > 2 et tous les ai sont non nuls. Soit zq G Zl tel que 
N{zq) < 1. Alors pour tout z tel que N{z) < c on a N{zqz) < c donc 
'Ey^-^^aiUJi{zoz) = ce qui donne T,V^-^^aiUJi{zo)u!i{z) = 0. En multipliant |5.4| 
par cui^zq) et en faisant la différence avec la dernière relation obtenue on 



trouve une relation du type 5.4 avec un v strictement inférieur donc une 
relation dans laquelle tous les coefficients sont nuls. Ceci implique que pour 
tout i € {1, 2..v} on a uJi{zo) = uji{zq). Mais alors on a en particulier : 

uJi{zo) = uJ2{zo) Vzo tel que N{zo) < 1 

et aussi, les cui étant des caractères, 

uJiizQ-^) = uj2{zq'^) Vzo tel que N{zo) < 1 

Comme tout élément h G Zl s'écrit h = xy~^ où N{x) < 1 et N{y) < 1 
(prendre y tel qu'on ait simultanément N{y) < 1 et N{hy) < 1, et poser 
X = hy) on aboutit h uji = uj2 ce qui contredit nos hypothèses. □ 

Ainsi le point (i) de la proposition est démontré. 

(ii) Prenons maintenant g' G L '"'^^ quelconque et g ^ g' . On peut raison- 
ner de la même façon, et il est toujours vrai que pour tout z € Zl qui vérifie 



N{z) < c on a une relation du type |5^ avec la seule différence qu'on ne 



puisse plus garantir le fait que les coefficients qui apparaissent soient tous 
positifs. On écrit cette relation : 



E 
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Par le point (i) on a Ap = A'p, et par le lemme plus haut on en déduit que 
n^, = pour tout to € Ap = A'p,. En particulier n^^ = et cette 

relation, si on regarde qui étaient les coefficients n^, et ra[^, n'est autre que 
la relation (Ep) appliquée k g g' . Le point (ii) est démontré. □ 

PROPOSITION B. Si (Eq) est vérifiée et si 

- tous les ai sont des nombres réels non nuls de même signe et tous les 
a'j sont des nombres réels non nuls de même signe et 

- pour tout i G {l,2...k}, iTi est une représentation essentiellement de 
carré intégrable, 

alors : 

(i) Ap = A'p, pour tout P ^ P' 

(ii) (Ep) est vérifiée pour tout P qui se transfère. 

(m) Tous les ir'j sont des représentations essentiellement de carré intégrable 

Démonstration. La démonstration utilise plusieurs fois le critère de Cas- 
selman ([Ca2] 4.4.6 et 6.5.1) et la prop.A plus haut. Pour un sous-groupe de 
Levi standard L de G comme plus haut, le centre Zl de L s'identifie à {F*y 
et tout caractère lu de correspond à une suite ordonnée («1(0;); 02(0;); ...ap{ 
de nombre complexes, par la formule : 

uj{{zi;z2;...Zp)) = l^il^*^'^^ \/{zi; Z2; ...Zp) e Zl. 

l<i<p 

Soit TT une représentation lisse irréductible de G. Le critère de Casselman 
dit que tt est une représentation essentiellement de carré intégrable si et 
seulement si elle a la propriété : 

(Cas) pour tout sous-groupe parabolique standard P, ou bien respvr est 
nulle, ou bien, pour tout sous-quotient irréductible r de respir, le caractère 
central a; de r a la propriété : 

Vi, 1 < i < p — 1, Re{ai{co)) < Re{ai+i{uj)). 

Ce critère implique déjà : 

(***) la restriction d'une représentation essentiellement de carré intégrable 

à un sous-groupe parabolique standard est ou bien nulle, ou bien tous ses 
sous-quotients irréductibles sont des représentations essentiellement de carré 
intégrable. 

Le critère de Casselman admet aussi une variante : vr est une représentation 
essentiellement de carré intégrable de G si et seulement si elle a la propriété : 

(CasO) si P est le sous-groupe parabolique standard de G tel que res'f'K 
soit cuspidale, alors pour tout sous-quotient irréductible r de res'fir, le car- 
actère central a; de r a la propriété : 

Vî, 1 < i < p — 1, Re{ai{uj)) < i?e(aj+i(a;)). 

Ces mêmes résultats valent pour G' aussi. 
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Maintenant, pour chaque représentation tt^-, il existe un sous-groupe parabolique 
standard Pj de G' tel que la restriction de tt^- à Pj soit cuspidale. Soit Bq 
l'ensemble des sous-groupes paraboliques standard P' de G' tels que pour 
au moins un j la restriction de vr^ à P' soit cuspidale. Définissons une rela- 
tion d'ordre partielle sur Bq en posant P' < Q' si et seulement si P' C Q' . 
Pour tout P' G Bç), on note IIp/ l'ensemble des représentations tt^- dont la 
restriction à P' est cuspidale. 

Soit Pq un élément minimal de Bq. Soit Pq Pq. Comme Pq est mini- 
mal, pour tout j G {1, 2.../c'}, la restriction de tt^ à Pg est nulle si vr^- ^ IIp^, 
et cuspidale si vr^- G Hp^/^. Par conséquent, pour tout j, ou bien la restric- 
tion de TT^- à Pq est nulle, ou bien tous ses sous-quotients irréductibles sont 
des représentations essentiellement de carré intégrable. Il en est de même 
pour les restrictions des TTj à Pq par (***). On peut donc appliquer le 
point (i) de la proposition A pour en déduire que Ap^ = A'p,. Mais alors, 

(Cas) appliqué aux tt^ implique (CasO) pour les tt^ G Hp^. Donc tous les 
éléments de IIp^ sont des représentations essentiellement de carré intégrable. 

On montre alors le point (iii) de notre proposition par récurrence : posons 
B\ = Bq\{Pq^. Prenons un élément minimal P[ de Bi. Soit Pi P{. Soit 
j G {1,2... A;'}. Alors on a trois possibilités : 

- ou bien la restriction de tt^- à P[ est nulle, 

- ou bien vr' G IIp/, 

- ou bien tt' G II p/ . 

/ 

Dans le deuxième cas, les sous-quotients irréductibles de resn/7r'- sont des 

^1 •/ 

représentations essentiellement de carré intégrable parce que cuspidales, et 
dans le troisième cas par (***) et par le pas de récurrence précédent. En 
conclusion, si la restriction de ir'j à P{ est non nulle, alors tous les sous- 
quotients irréductibles de resp,7r' à Pi sont des représentations essentielle- 
ment de carré intégrable. Comme du côté de G c'est pareil (par (***)) 
on applique encore une fois le point (i) de la proposition précédente pour 
avoir que Ap^ = A'p,, et en déduire que tous les éléments de IIp/ sont des 
représentations essentiellement de carré intégrable. Ainsi de suite ; à chaque 
pas, les restrictions non nulles du côté de G sont constituées uniquement de 
représentations essentiellement de carré intégrable par (***)^ et du côté de 
G' les restrictions non nulles sont constitués uniquement de représentations 
cuspidales et de représentations essentiellement de carré intégrable (par 
(***) et les pas précédents). Après card{Bo) pas, on est sûr de trouver 
que toutes les représentations tt'j sont essentiellement de carré intégrable et 
le point (iii) est démontré. 

Le point (iii) implique directement les points (i) et (ii) par application de 
la prop.A et par (***). La proposition B est démontrée. □ 
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Démonstration de la proposition 5.9. C'est immédiat par la prop.B 



(iii). □ 

Soit uj le caractère central de vro. Dans l'annexe nous définissons l'espace 
Lo(Ge;u;) (resp. Lo(G'é;'^)) comme espace des fonctions localement con- 
stantes sur l'ensemble des éléments elliptiques réguliers de G (resp. G'), 
invariantes par conjungaison par des éléments de G (resp G') et de car- 
actère central uj. A partir de la bijection entre l'ensemble des classes de 
conjugaison des éléments elliptiques réguliers sur les deux groupes nous y 
définissons une bijection i de Lo(Ge;t(;) sur Lq{G'^\[jj). Il est bien connu 
qu'on peut définir des sous-espaces préhilbertiens l?{Ge^iJ) et l?{G'^\iJ) de 
Lo(Ge;c(;) et respectivement Lo(Gé!'^) ^t que la restriction de i induit une 
isométrie entre ces deux espaces. Tous ces faits sont rappelés dans l'annexe. 
Les représentations du côté droit de l'égalité sont forcément de caractère 
central u; et on peut donc écrire une égalité dans Lq(G'^\uS) : 

k' 

(5.5) i{x.o) = {-^r-'Y.''p^K- 



Supposons maintenant que le th.|5.3| est vrai. Alors les objets intervenant 



dans l'égalité Olsont des éléments de L (G^; w) ; comme iix-Ko) est de norme 



1 et les Xtt'p sont orthogonaux deux à deux et de norme 1, on obtient 

k' 



p=i 



al- 



Comme les Up sont des entiers positifs, on en déduit que A;' = 1 et ai = 1 
dans la prop.5.8. On a donc 

De plus, Tr[ est la seule représentation essentiellement de carré intégrable 
de G' avec cette propriété. En effet, si vTg en était une autre, il y aurait 
une contradiction évidente avec l'orthogonalité des caractères sur G' (on a 
supposé que le th. |5.3| était vrai). On pose 

C(^o) = vr'i. 

Ainsi, pour toute vr € E'^{G) unitaire (pour l'instant) il existe une unique 
vr' G E'^{G') telle qu'on ait 

X.(5) = (-1)"~''X.'(<?')- 

On pose alors 

C(7r) = vr'. 
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Si TT S E'^{G) n'est pas unitaire, alors on écrit : 

vr= j(iet(.)||«)^" 

où vr" est unitaire et x est un nombre réel, et on pose : 

C(7r) = |nrdG7F.(-)lFC(vr") 

où nrd est la norme réduite. Ainsi nous avons défini une application C qui 
vérifie l'égalité 5.1. 



Unicité 

Si on suppose qu'il n'y a pas unicité d'une telle application C on trouve 
deux représentations essentiellement de carré intégrable de G' qui ont des 
caractères égaux, bien qu'elles soient non équivalentes. En particulier, elles 
ont des caractères centraux égaux et donc, en tordant par un caractère de G' 
on peut les rendre unitaires toutes les deux et obtenir deux représentations 
de carré intégrable non équivalentes, mais dont les caractères sont égaux. 
Cela contredit l'orthogonalité des caractères sur G' . 

Injectivité 

Si C(7r) = C(t) alors les caractères de vr et r sont égaux sur l'ensemble des 
éléments semisimples réguliers de G qui ont un correspondant sur G' . En 
particulier il y a égalité sur l'ensemble des éléments elliptiques réguliers de 
G, car ils ont tous un correspondant sur G'. Par orthogonalité des caractères 
sur G, on doit avoir vr = r. 

Les facteurs e' 

Si on suit la démonstration depuis le début, on voit qu'on a obtenu au 
passage le résultat suivant : en se plaçant dans la situation globale déjà 
définie, si vr est une représentation de carré intégrable de G, il existe une 
représentation automorphe cuspidale vr de GL„(Af) et une représentation 
automorphe cuspidale vf' de ID)(Af)* telles que 

- aux places où D est scindée les composantes locales de vr et vr' sont égales, 

- aux places ramifiées différentes de vq les composantes locales de vr sont 
des représentations de Steinberg et les composantes locales de vr' sont des 
représentations triviales, 

- la composante locale de vr à la place vq est vr et la composante locale de 
vr' à la place vq est C(vr). 

Donc, pour toute place de F différente de vq, les composantes locales de vr 
et vr' ont des fonctions L, e et e' égales, aux places où D n'est pas scindée 
parce que ces composantes locales sont égales, et aux autres par les calculs 
de [GJ] sur les représentations de Steinberg. Donc, si on applique l'équation 
fonctionnelle de [GJ], th. 13.8, on trouve que les facteurs e' de vr et C(vr) sont 
aussi égaux. Pour les autres représentations (représentations essentiellement 
de carré intégrable mais non unitaires) le résultat s'obtient en tordant par 
un caractère non ramifié, de façon à les rendre unitaires, et en tenant compte 
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Surjectivité 

Supposons qu'il existe une représentation de carré intégrable vr' de G' de 



caractère central u> qui ne se trouve pas dans l'image de C. Par le th. 5.3, 
avec les notations de l'annexe, la restriction du caractère de n' à G'^ est 
dans l'espace L?'{G'^;ijj) et de plus il est orthogonal à toute restriction à 
Gg d'un caractère d'une autre représentation de carré intégrable de car- 
actère central w de G' . En particulier, il est orthogonal aux caractères 
des représentations qui se trouvent dans l'image de C donc en identifiant 
Lp'{Ge',oj) et L'^{G'^]u}) par l'isomorphisme i (voir annexe) et en utilisant 
la correspondance, la restriction du caractère de vr' est orthogonale à la re- 
striction de tout caractère d'une représentation de carré intégrable de G de 
même caractère central. D'après le corollaire 5.2 dans [Ba2], les restrictions 
des caractères des représentations de carré intégrable de G de caractère cen- 
tral 00 forment un système orthonormal complet de l'espace préhilbertien 
L'^{Ge;uj) ; le caractère de vr' serait alors nul sur G'^. C'est impossible car 
Xtt' est de norme 1 dans L'^ {G'^; u)) . □ 

Nous avons prouvé qu'indépendamment de la caractéristique du corps de 



base, le th. 5.3 implique le th. 5.1 



Montrons maintenant que la validité du résultat 5.1 pour tout corps de 



caractéristique nulle implique le th.ô.i pour tout corps de caractéristique non 
nulle. 

Démonstration. Supposons donc que la caractéristique du corps de base 
F est non nulle. On procède par contradiction, en transférant à la car- 
actéristique nulle. Du coup, nous travaillerons avec plusieurs corps de base, 
et les objets porteront parfois des indices indiquant sur quel corps nous les 
considérons. Nous prouverons une correspondance faible (th j5.2| ) entre les 
groupes G F et G'p en appliquant le th.^ à et G'^ oh L est un corps de 
caractéristique nulle bien choisi (voir la section 2, notamment sous-section 
2.6). 

Soit TT une représentation de carré intégrable de G p et soit to le caractère 
central (unitaire) de tt. 



Proposition 5.11. Soit tt' une représentation de carré intégrable de G'p de 
caractère central tu. Supposons qu'il existe M € Gp et M' € G'p elliptiques 
réguliers tel qu'on ait M <-> M' et : 

X.(M)/(-l)"-^X.'(M'). 

Alors il existe un entier m > 1 tel que, si L est un corps local de car- 
actéristique nulle m-proche de F et Cl est la correspondance sur L entre 
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GLn{L) et GLr{DL), alors vr et vr' se relèvent et on a 



Démonstration. 

Principe : On veut trouver un voisinage ouvert compact V de M, un voisi- 
nage V ouvert compact de M' et un entier m tel qu'on ait : 

1) Xn est constant (égal à Xtt{M)) sur V ; 

2) Xn' est constant (égal à Xtt'{M')) sur V' ; 

3) Pour tout corps L qui est m-proche de F, Cfl(^) ^DfDl^^'^ ^^^^ 
bien définis, et on a 

a) Xf^^(7r) est constant égal à XiriM) sur CFl(^) 

b) Pour tout élément g' G CopO^i^') existe un élément g G CFl(^) 
tel qu'on ait g <-> g'. 

Si on suppose que CFl ('''") Cd _d (^') correspondent par la correspon- 
dance en caractéristique nulle, on obtient alors par 3)a) et b) que le caractère 
Xçm ^ (tt') est constant égal à {—1)^~'''Xtt{M) sur C^DfD/, (^')- Mais, par 2), 

Xn' est constant sur V' et en utilisant la fonction caractéristique ly de V 
qui se relève, on aurait 

tr7:'{ly,) =trCBpDA^'){CEpDAiv')) 

ou encore 

Xn'{M')v0liV') = {-lT'^Xn{M)vol{C'BpD,iy')). 

C'est une contradiction, car j-, préserve le volume (remarque |2.12| ) et 

xn'[M')^{-ir-^xnm- 

On va donc constuire V , V' et m qui vérifient ces conditions. Quitte 
à conjuguer M on peut supposer qu'il est la matrice compagnon de son 
polynôme caractéristique. Soient m et s comme dans la proposition f4.6| . Par 
cette proposition, le caractère x^^^{n) de CFl(^) constant égal à Xn{M) 
sur l'ensemble des éléments de G^, qui ont un polynôme caractéristique s- 
proche de celui de M. Donc le caractère de CL(C]7x(vr)) est constant égal 
à {—l)"'~^XniM) sur l'ensemble des éléments de G'^ qui ont un polynôme 
caractéristique s-proche de celui de M. Mais le polynôme caractéristique 
de M est aussi celui de M'. Posons s = k dans la proposition 4.10| et 



notons m' l'entier (qui dans la proposition 4.1C est noté m) associé à ce 
k. En posant m" = max{m; m'}, si L et -F sont m"-proclies, alors on a 
CopO^i^Dp^' ^Dp) ^ ^M,s OÙ Xm,s est l'ensemble des éléments de qui 
ont un polynôme caractéristique s-proche de celui de M. Quitte à changer 
de voisinage (et à augmenter m") on peut supposer que Xn' est constant 
sur K^^M'K^^ (car M' est semisimple régulier). On pose V = K^MK^, 
V' = K'g'^M'K'g'^ et alors le triplet {V;V';m") vérifie les conditions 1), 2) 
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et 3). On peut donc conclure comme nous l'avons expliqué plus haut. □ 

Démontrons maintenant le théorème. Définissons d'abord C'(7r). On note 
Xq^ (resp. Xqi ) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations de 

carré intégrable de Gp (resp. G'p) de caractère central uj et qui ont un 
facteur e' égal à celui de vr (calculé pour le caractère additif fixé en début 
de section). 

Lemme 5.12. Les ensembles Xq^ et X^, sont finis. 
Démonstration. Nous savons que le facteur e' de vr s'écrit 

^(''"=^^) = îî(^' 

où Q et R sont des polynômes et q est le cardinal du corps résiduel de F. 
On fixe une telle écriture. Soit r un élément de Xq^ . On rappelle la formule 



2.29| : 

e'{s]T;TpF) = e{s;T;'ipF)L{l - s;f)L(s;T)"^ 

On sait que 

L{s;t 



et 



r(g-i) r'(g-) 

où S", T et T' sont des polynômes, degT = degT'. Alors, si on pose 

e(5;T;^i.)=i^g-"^W^ 
oii K est une constante complexe (non nulle), on a que 

Kq~'^'^^>q-"^^9^ S{q~')R{q-') = Q{q-')T' {q-'). 

La comparaison des degrés des polynômes qui interviennent montre que le 
conducteur m(r) de toute classe r G Xq^ est borné par deg Q. Le même 
raisonnement marche aussi pour X^, , bien entendu. Alors le th j3.1| .b) im- 
plique que le niveau des éléments de Xq^ et X'^, est uniformément borné, 
et comme ce sont des classes de représentations de carré intégrable de car- 
actère central fixé, il n'y en a qu'un nombre fini. □ 

Supposons par l'absurde qu'il n'existe pas de représentation de carré 
intégrable tt' de G'p de caractère central uj telle que x-wid) = (~l)"'~''X7r'(5') 
pour tous g ^ g' elliptiques réguliers. Alors, en particulier, il n'en existe pas 
dans X% . Comme cet ensemble est fini, on peut trouver un m suffisamment 

grand pour que prop. ^.ll) s'applique à tous vr' G X^, . Soit alors L un corps 



m-proche de F. Soit ^pL un caractère additif de L m-proche de ip. Notons 
Xq^ (resp. X^, ) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations 
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de carré intégrable de Gl (resp. G'^) de caractère central ^^^^{uj) et qui 



ont un facteur e' égal à celui de vr. Par le th. p.l7 .b) et th. |2.19| .a), C, 



m 

on 



réalise une bijection entre X^, et X^, . Donc, en appliquant la prop. ^.lï 
obtient CL(C]?i(vr)) ^ X^, . Ceci contredit le fait déjà prouvé que la corre- 
spondance en caractéristique nulle conserve le facteur e'. Ainsi, il existe une 
représentation de carré intégrable tt' de Gp telle que Xnid) = {—^)"'~^Xtt'{9') 
pour tous g g' elliptiques réguliers. A ce stade faisons la remarque que 

- CdfDl l'éalise une bijection de X'^, sur X^, (par th. 2.17 .b) et th. 2.19| .a), 
on l'a dit plus haut), 

- C^'^j^ réalise une bijection de Xq^ sur Xq^ (par le même argument), 
-Cl réalise une bijection de Xq^ sur X^, par le th.BJ^ en caractéristique 

nulle. 

Donc, le cardinal de X^^ est égal à celui de X^, . D'autre part, en appli- 
quant le même raisonnement que plus haut aux autres éléments de Xq^ on 
peut trouver pour chacun (au moins) un correspondant dans X^, . Mais 
deux éléments de Xq^ qui ont des caractères égaux sur les éléments ellip- 
tiques réguliers sont égaux, par orthogonalité des caractères sur Gp (vrai en 
caractéristique non nulle, [Ba2]). Ceci, rajouté à l'égalité des cardinaux, 
prouve que pour tout élément de X^^ on peut trouver exactement un 
élément de X^, qui lui correspond et réciproquement. Ainsi, on peut définir 
une correspondance pour les représentations de carré intégrable. On étend 
correspondance aux représentations essentiellement de carré intégrable non 
unitaires en tordant par des caractères, comme en caractéristique nulle. Le 
fait que pour tout vr comme plus haut la correspondance réalise une bijec- 
tion de Xq^ sur X^, implique qu'elle est injective et qu'elle conserve le 

facteur e'. Montrons qu'elle est surjective. Cela revient à montrer que les 
ensembles du type X^, réalisent une partition de E'^{G'p), ou encore que, 

si tt' € E'^{G'p), on peut toujours trouver vr G E'^{Gf) avec le même facteur 
e' que vr'. Or, à facteur e' fixé, on a vu que le niveau est borné par une 
constante K (que ce soit sur Gp ou G'p). Il suffit alors de partir avec vr' et 
de faire le tour à l'envers, G'p — G'j^ — Gl — Gp, pour un corps L suffisamment 
proche pour que toutes les représentations de niveau inférieur ou égal à K se 
relèvent ; nous savons que le facteur e' est conservé sur le parcours. Prouvons 
maintenant l'unicité d'une telle correspondance. Comme la correspondance 
qu'on a défini est surjective, s'il existait une autre correspondance, alors 
deux classes distinctes de représentations essentiellement de carré intégrable 
de Gp auraient des caractères égaux sur l'ensemble des éléments elliptiques 
réguliers. Or, ceci contredit l'orthogonalité des caractères sur Gp. □ 



Maintenant on veut prouver que le th \5. 3{ en caractéristique non nulle im- 
plique le th \5. ^ en caractéristique non nulle. Ceci est évident en transférant 
les relations d'orthogonalité de G à G' par l'isomorphisme i (voir l'annexe) 
et la correspondance C. 
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Récapitulons : nous avons montré que le th.|5.3| en caractéristique nulle 



(resp. non nulle) implique le th. 5.1 en caractéristique nulle (resp. non nulle). 



Nous avons montré que le th. 5.1 en caractéristique nulle implique le thJ5 



en caractéristique non nulle et aussi que le th. 5.2 en caractéristique non 
nulle implique le th. ^.3| en caractéristique non nulle. Comme le th.^[^ est 
vrai en caractéristique nulle ([Cl]), tous ces théorèmes sont prouvés en toute 
caractéristique. 

Corollaire 5.13. La restriction des caractères des classes de représentations 
de carré intégrable de G' de caractère central tu fixé à l'ensemble des éléments 
elliptiques réguliers forme un système orthonormal complet pour l'espace de 
Hilbert L^{G'^; u). 



Démonstration. On avait obtenu ce résultat pour GLn{F) (corollaire 5.2, 
[Ba2]) par transfert à partir d'un groupe compact modulo le centre. Grâce 
à l'isomorphisme i entre L'^{Ge',uj) et L?'{G'^;u}) défini dans l'annexe, on le 
transfère sans problème sur G' par la correspondance (th. |5.1| ). 
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6. Annexe 



Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F 
de caractéristique quelconque. Soient Z le centre de G et dz une mesure 
de Haar sur Z. On note Ge l'ensemble des éléments elliptiques réguliers 
de G (i.e. dont le polynôme caractéristique est irréductible scparablc) ; 
sur tout tore elliptique maximal T de G on considère une mesure de Haar 
dt telle que le volume de T/Z pour la mesure quotient dî, = dt/dz soit 
égal à 1 ; pour tout tore maximal T de G on note T''''-' Tcnscmble des 
éléments réguliers de T, Wt le groupe de Wcyl de T et \Wt\ le cardinal de 
ce groupe. Pour tout élément semisimple régulier y de G de centralisateur 
T, on note D{g) la valeur absolue normalisée du déterminant de l'opérateur 
Ad{g~^) — Id agissant sur Lie{G) / LieiT) . Pour tout caractère unitaire u 
de Z on note LQ{Ge;oo) l'espace des fonctions / définies sur G^ à valeurs 
dans C qui sont localement constantes, invariantes par conjugaison par des 
éléments de G, et vérifient f{zg) = uj{z)f{g) pour tout g" G Ge et tout 
z S Z. Soit Tf>, un ensemble de représentants des classes de conjugaison de 
tores elliptiques maximaux. On note L?'{Ge',(jj) le sous-espace de Lo(Ge;w) 
formé des fonctions / pour lesquelles 

Y, \Wt\-' [ D{t)\f{t)fdi 

converge. On définit un produit scalaire dans L^{Ge;uj) en posant : 
< /i;/2 >e= V \Wt\-' [ D{t)fi{t)M)dt, 

qui munit L'^{Ge;uj) une structure d'espace préhilbertien. 

Clozel a montré dans [Cl] que, si la caractéristique de F est nulle, alors, 
poTir toute représentation tt de G de carré intégrablc et de caractère central 
io, la restriction du caractère de tt à Ge se trouve dans L'^{Ge;u}) et les 
éléments de L^{Ge;oj) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour 
< ; >£. Cette propriété qu'ont tous les groupes réductifs en caractéristique 
nulle est appelée usuellement V orthogonalité des caractères. Dans [Ba2] nous 
avons prouvé cette propriété dans le cas de GL„ en caractéristique non nulle, 
et une conséquence du présent article est la validité de l'orthogonalité des 
caractères pour toutes les formes intérieures de GL„ en caractéristique non 
nulle. 

Dans le cas particulier on G/Z est compact, alors indépendamment de 
la caractéristique de F, les caractères de toutes les représentations lisses 
irréductibles de G de caractère central co se trouvent dans L'^{Ge',i^) et for- 
ment une base Hilbertienne de cet espace (cela se montre comme pour les 
groupes compacts). C'est le cas du groupe des éléments inversibles d'une 
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algèbre à division sur F. 

Si G et G' sont les groupes des éléments inversibles de deux algèbres 
centrales simples de même dimension sur F, on peut identifier leurs 
centres qu'on note avec la même lettre Z. On fixe une fois pour toutes une 
mesure sur Z. L'application qui à un clément de G associe son polynôme 
caractéristique sur F réalise une bijection entre les classes de conjugaison 
d'éléments elliptiques réguliers de G et l'ensemble des polynômes unitaires 
irréductibles séparables de degré n à coefficients dans F. De même pour 
G' . On obtient ainsi une bijection de l'ensemble des classes de conjugaison 
d'éléments elliptiques réguliers de G sur l'ensemble des classes de conjugaison 
d'éléments elliptiques réguliers de G'. On écrit g g' si g e G est elliptique 
régulier, g' € G' est elliptique régulier et g et g' ont le même polynôme 
caractéristique. Il y a un isomorphisme d'espaces vectoriels : 

i : Lo{Ge;u;) ~ Lo{G'^;u;) 

défini par 

i{f){9') = fig) sig^g'. 
Maintenant, si g ^ g', alors il y a un unique isomorphisme de F-algèbres 
(qui dans ce cas précis sont des corps) F[g] ~ F[g'], qui envoie g sur g'. 
On a donc un isomorphisme de groupes multiplicatifs F[g]* ~ F[g']*. Mais 
F[g]* n'est autre que le tore maximal elliptique Z{g) qui contient g et -^[5']* 
n'est autre que le tore maximal eUiptique Z{g') qui contient g'. Toutes ces 
considérations impliquent que, si on choisit un ensemble de représentants 
Te des classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux de G et un 
ensemble de représentants T'e des classes de conjugaison de tores elliptiques 
maximaux de G', il y a une bijection 

qui est caractérisée par T ~ 3{T). 

Soit T e %. Notons jr l'isomorphisme de T sur j(T). Étant un mor- 

phisme de groupes, Jt transforme la mesure de T en une mesure de Haar 
de j{T), donc en un multiple de la mesure qu'on avait choisi sur j{T). Mais 
la restriction de l'application jx à Z est l'identité, donc, vu le choix des 
mesures sur T et i{T), on en déduit que Jt préserve la mesure. Alors la re- 
striction de l'isomorphisme i à L^(Ge;a;) induit un isomorphisme d'espaces 
préhilbertiens de L'^{Ge',io) sur L^(Gg;a;). D'une façon plus explicite, on a : 

<i{fy,i{h)>=< f;h> yf,h€L^{Ge;io). 



Si maintenant G' est le groupe des éléments inversibles d'une algèbre cen- 
trale simple de degré sur F, si g' est un élément semisimple régulier 
quelconque de G' (i.e. dont le polynôme caractéristique Pg^ est séparable), 
alors l'ensemble des éléments de G' dont le polynôme caractéristique est 
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Pyi est la classe de conjugaison de g' . L'ensemble des éléments de GLn{F) 
dont le polynôme caractéristique est Pgi est non vide, constitué d'éléments 
semisimples réguliers, et forme une classe de conjugaison dans GLn{F). 
On obtient ainsi une injection de l'ensemble des classes de conjugaison 
d'éléments semisimples réguliers de G' dans l'ensemble des classes de con- 
jugaison d'éléments semisimples réguliers de GL,i{F). On note g ^ g' s\ 
g & G est semisimple régulier, g' G G' est semisimple régulier et g et g' ont 
le même polynôme caractéristique. Soit T' un tore maximal quelconque de 
G' et g' G Si g g', alors il y a un unique isomorphisme de F-algèbres 

F[g] ~ F[g'] qui envoie g sur g'. On a donc un isomorphisme de groupes 
multiplicatifs F[g]* ~ F[g']* . Mais F[g']* n'est autre que le tore T' et F[g]* 
est un tore maximal de GLn{F), le tore maximal qui contient g. On ob- 
tient finalement une injection de l'ensemble des classes de conjugaison de 
tores maximaux de G' dans l'ensemble des classes de conjugaison de tores 
maximaux de GLn{F) qui prolonge la bijection j définie plus haut entre 
l'ensemble des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques de G' 
et l'ensemble des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques de 
GLn{F). On note cette application toujours par la lettre j. Le raisonnement 
qu'on vient de faire implique aussi que pour tout tore T' de G' il existe un 
isomorphisme de T' sur tout élément T de la classe de conjugaison corre- 
spondant à la classe de conjugaison de T'. Si on fixe maintenant des mesures 
de Haar sur tous les tores maximaux de GLn{F), avec la propriété que sur 
deux tels tores conjugues les mesures se correspondent via la conjugaison, 
on peut obtenir par les isomorphismes plus haut des mesures de Haar sur 
tous les tores maximaux non elliptiques de toutes les formes intérieures de 
GLniF). 
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